§1. Equations différentielles & variables séparées et
séparables

Equation différentielle & variables séparées
On appelle équation différentielle & variables séparées toute équation de
la forme

M (t)dt + N(z)dx = 0, (1)

oll la solution générale de cette équation est donnée par

/ M(t)dt + / N(z)dz = C. ()

Exemple 1
Résoudre I’équation différentielle & variables séparées suivante

sin tdt + cos xdz = 0. (3)

Solution
La solution générale de 'équation différentielle (3) est donnée comme

suit
/sin tdt + /cos xzdx = C.

—cost+sinx = C,

ou encore

avec C € R une constante arbitraire.

Equation différentielle 4 variables séparables
On appelle équation différentielle a variables séparables toute équation
de la forme

& = f(t)g(x), (4)

ou encore sous la forme explicite
M(t)N(x)dt + P(t)Q(z)dxz = 0. (5)

Notons que I’équation différentielle (4) se raméne a une équation dif-
férentielle & variables séparées. Divisons les deux membres de 1’équation
différentielle (5) par une expression telle que P(t)N(z) afin d’obtenir des



fonctions de la variable en ¢ uniquement par dt et des fonctions de la vari-
able en z uniquement par dz.

M) Q)
(0" V)

dz = 0. (6)

La division des deux membres de I’équation (5) par I’expression P(t)N (z)
peut entrainer une perte des solutions en ¢ en annulant P(t) et une perte
des solutions en z en annulant N (z).

Remarque 1
Il est & noter que I’équation différentielle (5) est différente de ’équation
différentielle (6).

Exemple 2
Résoudre 1’équation différentielle & variables séparables suivante
.o t(z? -1
L= <2$et2), z#0 (7)

Mettons I’équation différentielle (7) sous la forme explicite
t(z® — 1)dt — 2zel’dz = 0. (8)
Séparons les variables en divisant I’équation (8) par l’expression
(x? — 1)et2,
afin d’obtenir une équation différentielle a variables séparées de la forme
suivante
t 2z
dt —

ot? 2 N

1dx:O, avec x # —1 et x # 1.
Apres intégration des deux termes de cette équation, il vient
1
—§e*t2 +In }azz — 1| =C.

La division des deux membres de ’équation différentielle (8) par I’expression
(22 — 1)€t2 entraine la perte des solutions des fonctions en x

r=-1 e z=1.

Il est a remarquer que ces fonctions sont solutions de ’équation (7), d’ou
la solution générale de ’équation différentielle (7) s’écrit comme suit

—%e_tQ —l—ln’:1:2—1’ =C, z=-1,z=1



Equations se raménent 4 des équations différentielles a vari-
ables séparables
Etant donnée une équation différentielle de la forme

z = f(ax + bt +c¢), 9)

ce genre d’équations différentielles se raménent & des équations différentielles
a variables séparables par la substitution de ’expression suivante

y = ax + bt +c, (10)

ou encore
y = ax + bt.

La dérivée des deux membres de la fonction (10), nous donne
y = az +b. (11)

Remplagons I'expression de z(t) dans I’équation différentielle (9), dans I’équation
différentielle (11), on obtient une équation différentielle & variables sépara-
bles de la forme

y = af(ax+bt+c)+b

= af(y)+0
ou encore )
Y
-/ Y b
d’ot, on tire ’équation différentielle & variables séparées
d
.
af(y)+0b
Exemple 3

Résoudre I’équation différentielle suivante
r=x+2t+ 3. (12)

Solution
Faisons le changement de variable suivant

y=x+2t+3. (13)



Dérivons les deux membres de 'équation (13), on obtient

y = T+2
= y+2
ou encore d
Yy
= = 2. 14
i (14)

Séparons les variables en ¢ et en y en divisant ’équation différentielle
(14) par (y + 2), on obtient une équation différentielle a variables séparées

dy

y+2:dt; avec y+2#0. (15)

Apres intégration des deux membres de 1’équation différentielle (15), il
vient
Inly+2|=¢t+1In|C|, avec C #0,

ou encore
y=Cel —2.

D’ou la solution générale de I’équation différentielle (12) en = et en ¢
x=Ce' —2t—5. (16)

La division des deux membres de 1’équation différentielle (14) par (y+2)
entraine la perte de la solution

y:_z)

ou encore
x=—2t—5. (17)

Notons que la solution (17) peut étre obtenue de la solution générale
(16), si 'on convient de prendre pour la constante C' n’importe quelle valeur
y compris C' = 0.



§1. Exercices sur les équations différentielles & variables
séparées et séparables

Résoudre les équations différentielles a variables séparées et a variables
séparables suivantes

1) taxdt+ (t+2)dx =0.

2) Va2 + 3dt = tada.

3) V1 —22dt = tade.

4) zcott+z =1, z(0) = 0.
5) ti—ax =12 z(1l) = 1.
6) = cos(z—t).

7 r—22r=x24+1>-1

8) (t+2z)r =1, z(0) = —1.
9) T=+t+axz+1l

10) (:'c— 1) In(—t+z+1) =1,



§1. Réponses des équations différentielles a variables

10)

séparées et séparables

r=C(t+2)?% " t=-2.
Inft|=C+ Va2 +3; t=0.

tV1—a2+Ct=1; t=0, z=—1, z=1.
=1+ Ccost; v =1-—cost.

z(C—t)=t; z=-1; t=0; x=0; z(2—-1t)=t.

€Xr —

t
cot =t+C; v—t=2kn, keZ.

(x+t)(C+1t)=-1; x =—t.
t+2x+2=Ce" t+2x+2=0.
Vitz+rl-In(vVitz+1+1)=2t+C.

(~t+z+1)(In(~t+z+1)-1)=t+C.
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