
 

 

 

 
§1. Limites et Continuité des fonctions

Limites des Fonctions
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U � Rn à valeurs dans Rm: On

dit que la fonction f tend vers b lorsque x tend vers a; où a est un point
d�accumulation de l�ouvert U et b 2 Rm et on écrit

lim
x!a
f(x) = b

,
8" > 0; 9� > 0; 8x 2 U; 0 < kx� ak < � ) kf(x)� bk < ":

Remarque
La fonction f possède au plus une limite au point a:

Propriétés
Soient f et g deux fonctions dé�nies sur le même ouvert U de Rn à valeurs

dans Rm telles que
lim
x!a
f(x) = b et lim

x!a
g(x) = c;

alors, on a

� lim
x!a
(f(x) + g(x)) = b+ c

� lim
x!a
�f(x) = �b

� lim
x!a

hf(x) + g(x)i = hb; ci

Continuité d�une fonction
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U � Rn à valeurs dans Rm: On

dit que la fonction f est continue au point a 2 U si, on a

8" > 0; 9� > 0; 8x 2 U; kx� ak < � ) kf(x)� f(a)k < ":

Autrement dit si, on a

lim
x!a
f(x) = f(a):
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Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U � Rn à valeurs dans Rm;

on dit que la fonction f est continue sur l�ensemble U si f est continue en
chaque point de U:

Fonction projection
La fonction projection ou (projecteur) notée Pi dé�nie sur Rn à valeurs

dans R par
Pi(x) = Pi(x1; x2; :::; xn) = xi

est continue

Soit a 2 Rn; il est aisé de voir que l�on a

8x 2 Rn; jxi � aij = jPi(x)� Pi(a)j � kx� ak ;

alors il su¢ t de prendre " = �:

Composition des fonctions
Soient f et g deux fonctions telles que

f : Rn ! Rm et g : Rm ! Rp; alors

si f est continue en a 2 Rn et g est continue en f(a) 2 Rm alors, g � f
est continue en a:

Soit " > 0; la fonction g étant continue au point f(a); il existe alors un
� > 0; tel que

kg(y)� g(f(a))k < " si ky � f(a)k < �:

La fonction f est continue au point a; il existe un � > 0; tel que

kf(x)� f(a)k < � si kx� ak < �:

D�où
kg(y)� g(f(a))k < " si kx� ak < �:

Théorème 1
Soit f une fonction dé�nie sur Rn à valeurs dans Rm

f : (x1; x2; :::; xn) 7! f(x) = (f1(x); f2(x); :::; fm(x));
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la fonction f est continue au point a 2 Rn si et seulement si les fonctions

composantes (fi)1�i�m soient continues au point a:

Démonstation

� condition nécessaire

Les fonctions coordonnées fi ne sont autres que la composée de la fonction
projection continue Pi et la fonction continue f dé�nie de Rn dans R

Rn f�! Rm pi�! R
x = (x1; x2; :::; xn) 7! f(x) = (f1(x); f2(x); :::; fm(x)) 7! Pi � f(x) = fi(x)

� condition su¢ sante

8" > 0;9�i > 0; tel que

kx� ak < �i ) jfi(x)� fi(a)j <
"p
m
; i = 1; 2; :::;m:

Soit � = minf�1; �2; :::; �ng; alors

kx� ak < � ) jfi(x)� fi(a)j2 <
"2

m
:

D�où
mX
i=1

jfi(x)� fi(a)j2 < m
"2

m
) kf(x)� f(a)k < ":

Théorème 2
Toute application linéaire f dé�nie surRn à valeurs dansRm est continue.

Démonstration
Soit x0 2 Rnet soit fe1 = (1; 0; :::; 0); e2 = (0; 1; :::; 0); :::; en = (0; 0; :::; 1)g

une base de Rn; alors les vecteurs x et x0 de Rn s�écrivent

x =
nX
i=1

�1ei et x0 =
nX
i=1

�1ei:
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Pour démontrer la continuité de l�application linéaire f il faut avoir

8" > 0;9� > 0; tel que kx� x0k < � ) kf(x)� f(x0)k < ":

Alors

kf(x)� f(x0)k =







nX
i=1

(�i � �i)f(ei)







� j�1 � �1j kf(e1)k+ j�2 � �2j kf(e2)k+ :::+ j�n � �nj kf(en)k
� j�1 � �1jA+ j�2 � �2jA+ :::+ j�n � �njA
= (j�1 � �1j+ j�2 � �2j+ :::+ j�n � �nj)A;

où
A = maxfkf(e1)k ; kf(e2)k ; :::; kf(en)kg:

Il su¢ t de prendre � =
"

nA
; on obtient

kx� x0k < � ) kx� x0k =
p
(�1 � �1)2 + (�2 � �2)2 + :::+ (�n � �n)2

�
p
(�i � �i)2 = j�i � �ij < � =

"

nA
; 8i = 1; 2; :::; n:

D�où

kf(x)� f(x0)k � (j�1 � �1j+ j�2 � �2j+ :::+ j�n � �nj)A < A(n
"

nA
) = "

Théorème 3
Soient f et g deux fonctions numériques dé�nies de Rn dans Rm; con-

tinues au point a 2 Rn: Alors les fonctions numériques f + g et fg sont
continues au point a 2 Rn: Si de plus g(a) 6= 0; alors

f

g
est continue au

point a 2 Rn:

Théorème 4
Toute fonction polynomiale à n variables réelles est une fonction continue

sur Rn:

Soit p(x; y; z) le polynôme dé�ni sur R3par

p(x; y; z) = x3y2z + z2y + xy

est continu sur R3
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Exercices

Exercise 1

Soit f une fonction dé�nie sur R2 � f(0; 0)g à valeurs dans R:Trouver la
limite de la fonction f(x; y) quand (x; y) tend vers (0; 0)

f(x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

; f(x; y) =
x3 � y3
x2 + y2

f(x; y) =
jxj � jyj
x2 + y2

; f(x; y) =
x sin x+ y

x+ y

Exercise 2

Soit f une fonction dé�nie sur R2 � f(0; 0)g à valeurs dans R:Trouver la
limite de la fonction f(x; y) quand (x; y) tend vers (1;1)

f(x; y) =
x� y
x2 + y2

; f(x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

f(x; y) =
x3 + y3

x2 + y2
; f(x; y) =

x+ y

x2 � xy + y2

Exercise 3

Etudier suivant les valeurs de l�entier n 2 N; la limite de la fonction f
dé�nie sur R2 � f(0; 0)g à valeurs dans R:

f(x; y) =
(x� y)n
x2 + y2

; f(x; y) =
xn

x3 + y2

Exercise 4
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Etudier la continuité au point (0; 0) des fonctions numériques suivantes

f(x; y) =

�
xy ln(x2 + y2) si (x; y) 6= (0; 0)
0 si (x; y) = (0; 0)

f(x; y) =

8<: (x2 + y2) sin
1p

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0)

0 si (x; y) = (0; 0)

Soit f une fonction dé�nie sur R2 à valeurs dans R; continue au point
(a1; a2) 2 R2: Montrer que les fonctions partielles f1 et f2 dé�nies de R dans
R par

f1(x) = f(x; a2); f2(y) = f(a1; y);

sont continues respectivement aux points a1 et a2:

Soit f une fonction dé�nie sur R2 � f(0; 0)g à valeurs dans R par

f(x; y) =

( xy

x2 + y2
si (x; y) 6= (0; 0)

0 si (x; y) = (0; 0)

Montrer que les deux applications partielles f1 et f2 sont continues au
points 0; et que la fonction f n�est pas continue au point (0; 0): que peut-on
conclure.
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