§1. Limites et Continuité des fonctions

Limites des Fonctions

Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R™ a valeurs dans R™. On
dit que la fonction f tend vers b lorsque = tend vers a, ou a est un point
d’accumulation de 'ouvert U et b € R™ et on écrit

limf(z) = b
=
<

Ve >0, 30 >0, Vz e U, 0 |z —al <d=|f(x)—0b| <e.

Remarque
La fonction f posséde au plus une limite au point a.

Propriétés
Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ouvert U de R™ & valeurs

dans R™ telles que
limf(z) =b et limg(x) = ¢,

r—a r—a
alors, on a

o lim(f(z)+g(x)) =b+c

r—a

o limAf(x)=Xb

r—a

e lim (f(z) + g(x)) = (b, c)

r—a

Continuité d’une fonction
Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R" & valeurs dans R™. On
dit que la fonction f est continue au point a € U si, on a

Ve>0,30 >0, Ve eU, |z—a| <d=|f(z)— fla)] <e.
Autrement dit si, on a

lim f(2) = f(a).

r—a



Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R™ & valeurs dans R™,
on dit que la fonction f est continue sur ’ensemble U si f est continue en
chaque point de U.

Fonction projection
La fonction projection ou (projecteur) notée P; définie sur R™ & valeurs

dans R par
Pi(x) = Py(x1, 29, ..., x,) = x;

est continue
Soit a € R", il est aisé de voir que 'on a

Vr € R", |z — ai| = [Pi(x) — Fi(a)| < [lz —al|,
alors il suffit de prendre € = §.

Composition des fonctions
Soient f et g deux fonctions telles que

f:R" - R et g: R™ — R alors

si f est continue en a € R"™ et g est continue en f(a) € R™ alors, go f
est continue en a.

Soit € > 0, la fonction g étant continue au point f(a), il existe alors un
n > 0, tel que

lg(y) — g(f(a)l <& si[ly— fla)] <n.

La fonction f est continue au point a, il existe un § > 0, tel que
[f(z) = fla)ll <n si[lz—al <6

D’ou
l9(y) — g(f(a))|| <& si [z —al <d.

Théoréme 1
Soit f une fonction définie sur R™ a valeurs dans R™

/e (3:171'27 73771) = f(aj) = (f1($)7f2(x>a '-'7fm(x))>
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la fonction f est continue au point a € R™ si et seulement si les fonctions
composantes (f;)1<i<m Soient continues au point a.

Démonstation
e condition nécessaire

Les fonctions coordonnées f; ne sont autres que la composée de la fonction
projection continue P; et la fonction continue f définie de R™ dans R

R" <, R™ g R
T = (171,1‘2, 71:71) = f(l’) = (fl(x)’f2(l‘)7 afm(x)) — P o f([)?) = fz(x)

e condition suffisante
Ve > 0,dd; > 0, tel que

|z —all < d; = |fi(x) — fila)] <
Soit § = min{dy, do, ..., 0, }, alors

2 €
lz —all <& = |fi(z) — fila)]" < —.

D’ou
m 2

> file) = fila) < m% = |f(@) - fla)] < <.

=1

Théoréme 2
Toute application linéaire f définie sur R" & valeurs dans R™ est continue.

Démonstration

Soit xy € R™et soit {e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)}
une base de R"”, alors les vecteurs x et zq de R™ s’écrivent

n n
T = E are; et oz = E B1€;.
i—1 i=1
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Pour démontrer la continuité de 'application linéaire f il faut avoir
Ve > 0,30 > 0, tel que ||z — x| <6 = | f(z) — f(zo)| <e.
Alors

@) = Fo)l = || (0= B)fe)
i=1
< ax = Byl [[f(e)ll + [aa = Bal [ fle2) | + .. + [ — Bul | (€n)]]
< o = By A+ Jag — Byl A4+ |y, — B, A
= (|Oél - 61’ + ’aQ - 62' + .+ |Oén TN Bnl)A7
ol

A =max{||f(e)|,[[f (e, ... I/ (en)[|}-
Il suffit de prendre 6 = i, on obtient
nA

|z = zoll < 8= |lz —oll = V(a1 = B1)? + (2 = B2)2 + .. + (0 — B,,)?
€
> i — N2 = 5 — 4<5:—,‘v":1,2,...,.
> o= AP =lai - 8] <d= - vi "
D’ou
€
17@) = F@o)ll < (Jox = Bal + 1oz = Bal + -+ lan = B A < An-"p) =
Théoréme 3
Soient f et g deux fonctions numériques définies de R"™ dans R™, con-
tinues au point a € R"™. Alors les fonctions numériques f + g et fg sont

continues au point a € R"™. Si de plus g(a) # 0, alors = est continue au
g

point a € R™.

Théoréme 4

Toute fonction polynomiale a n variables réelles est une fonction continue
sur R™.

Soit p(z,y, z) le polyndéme défini sur R3par
p(,y,2) = 2°y*z + 2y + xy

est continu sur R?



Exercices

Exercise 1

Soit f une fonction définie sur R* — {(0,0)} & valeurs dans R.Trouver la
limite de la fonction f(x,y) quand (z,y) tend vers (0,0)

2% — 2 25—y
flzy) = pran f(%?DZW
B |x|—|y| _ xsinz 4y

f(x7y) - 1’2—|—y2’ f('ruy)_ x+y

Exercise 2

Soit f une fonction définie sur R? — {(0,0)} & valeurs dans R.Trouver la
limite de la fonction f(x,y) quand (z,y) tend vers (oo, 00)

2 2
z—y _a’—y
f('ray) - $2+y27 f($7y> xg_i_yz
Ul T z+y
flzy) = T f(ﬂ%y)—m

Exercise 3

Etudier suivant les valeurs de l'entier n € N, la limite de la fonction f
définie sur R? — {(0,0)} a valeurs dans R.

_ o, fla,y) = —3:31 7

Exercise 4



Etudier la continuité au point (0,0) des fonctions numériques suivantes

zyIn(z? + y?) si (x,9) # (0,0)
fzy) = {oy ’ si (x,yy):(o,o

~—

2 2 : 1
flr,y) = (@ +y)smx/w2+y2

0 si (z,9) = (0,0)

Soit f une fonction définie sur R? & valeurs dans R, continue au point
(a1, as) € R?. Montrer que les fonctions partielles f; et f, définies de R dans
R par

filz) = f(z,a2);  faly) = flas,p),

sont continues respectivement aux points a; et as.

Soit f une fonction définie sur R* — {(0,0)} a valeurs dans R par

Ty .
si (x, 0,0
fay) = T (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Montrer que les deux applications partielles f; et fo sont continues au

points 0, et que la fonction f n’est pas continue au point (0,0). que peut-on
conclure.
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