§10. Stabilité des Solutions des Equations

Stabilité de Liapounov d’une solution
Soit I’équation différentielle suivante

i = f(t, ) (1)

Une solution = = ¢(t) de 'équation (1) est dite stable selon Liapounov
si pour toute solution x = ¢(t), on a la relation suivante

Ve 0,300, ¥t > to, ona |p(te) — t(te)] < 6 = p(t) — (t)] < e. (2)

Remarque 1
Si pour un certain ¢ > 0 donné, un tel  n’existe pas, alors la solution
x = 1)(t) est dite instable.

Stabilité asymptotique d’une solution
Une solution & = () est dite asymptotiquement stable si elle est stable
au sens de Liapounov. De plus, on a

lim [o(t) —4(t)] =0 (3)

t—oo

Remarque 2

Pour I'é¢tude de la stabilité de la solution x = 9 (t) de I’équation (1), on
se rameéne souvent & étudier la stabilité de la solution nulle y = 0 pour une
autre équation déduite de I’équation (1) en substituant la fonction cherchée
x=(t) + .

Exemple 1
Soit I’équation différentielle suivante

r=-x+1, x€R,
to = 0.

Montrer que la solution x = v (t) = 1 est stable.

Solution
En effet, avec la condition initiale



la solution x = ¢(t) de I’équation différentielle est donnée par
r=p(t) = (2" — 1) exp(—t) + 1.
D’ou si 'on prend pour t =ty = 0 la relation
|o(to) — (to)] = |2° — 1] < 4,
on obtient

|o(t) — (1)

|(2° — 1) exp(—t)]
1]

= Jp(to) —Y(te)| <€, Vt>t;=0.

IN

11 suffit de prendre 0 = €. D’ou la stabilité de la solution (t) = 1.
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r=19{t)=1etx=p(t)=05exp(—t) +1

Exemple 2
Soit le systéme d’équations différentielles suivant

Ty = To
Ty = —x1, tp=0,

montrer que la solution nulle z; = ¥(t) = 0 et x9 = VPy(t) = 0 est
stable.

Solution



En effet, avec les conditions initiales

21(0) = ¢,(0) = :c? et 2(0) = ¢,(0) = xg,

la solution x1 = ¢,(t) et zy = py(t) du systeme d’équations différentielles
est donnée par

v = ¢,(t) =alcost + a5 sint,
Ty = @y(t) = —a¥sint + 29 cost.

D’ou si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

o1 (to) — 1 (to)| = |2f] < 4,

et
o (to) — ¥o(to)| = |$g‘ <0,
on obtient
[o1(8) =1 ()] = i ()]
= ‘37(1) cost + 19 sint‘
< a4 |28] <€ VE=to=0,
et

[po(t) — a()] = la(t)]
= ‘—x?sint+xgcost‘
< o+ |2f| <€ VE=to=0.
Il suffit de prendre o

= ¢. D’ou la stabilité de la solution nulle z; =

Exemple 3
Soit le systéeme d’équations différentielles suivant

Zt’l =T
Ty = —Ty, tg=0,

montrer que la solution nulle 1 = ©;(t) = 0 et 23 = Py(t) = 0 est
instable.



Solution
En effet, avec les conditions initiales

21(0) = ¢,(0) = a:? et 2(0) = ¢,(0) = xg,

la solution z1 = ¢, (t) et 2 = @,(t) du systéme d’équations différentielles est
donnée par

v1 = ¢(t) =i expt,

vy = y(t) = zexp(—t).
D’ou si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

1 (to) — ¥ (to0)| = ‘Ig‘ <0,
et

[02(to) — ¥a(to)] = 23] <9,

Il en résulte que pour tout ¢ > 0, on ne peut pas trouver un § > 0, tel
que

[p1(t0) — 1(to)| <0 = [p1(t) — Y1 (t)] <€, VI =1 =0,
et

o (to) — Valto)| < 0 = [0a(t) — Yo(t)| <€ VE>to=0.

Autrement dit, la quantité |p,t)| peut prendre une valeur assez grande
lorsque t croit, étant donné que ’on a

tlim expt = oo.
D’ou a solution nulle z1 = 1 (t) et xs = 1),(t) n’est pas stable.

Exemple 4
Soit le systéme d’équations différentielles suivant

Z‘:L‘l = —I
1.52 = —XT2, to = 0,
montrer que la solution nulle x; = 1,(t) = 0 et x5 = 1y(t) = 0 est
asymptotiquement stable.



Solution
En effet, avec les conditions initiales

21(0) = ¢,(0) = x(l] et 2(0) = ¢,(0) = xg,

la solution 21 = ¢, (t) et x5 = @y(t) du systéme d’équations différentielles est
donnée par

=]

1 = ¢(t) = ziexp(—t),
Ty = py(t) = zyexp(—t).

D’ou si 'on prend pour ¢ =ty = 0 la relation

1 (to) — ¥ (to)| = WN <0,

et
o (to) — Wo(to)| = ‘xg‘ <0,
on obtient
’¢1<t)_1/11(t)| = |901<t)|
= }x(l) exp(—t)|
< }:13(1)} <€ Vt>ty=0,
et

[02(t) = Pa(t)] = [epa(t)]
= |zyexp(—t)|
< || <€ VE=ty=0.

11 suffit de prendre § = €. D’ou la stabilité de la solution nulle x; = ()
et xo = 1y(t).

De plus, on a

tliglo 1 () =1 (1)) = lim |y (2)]

t—o00

= tlim |2l exp(—t)| =0, V a



et

B [0y (f) = o) = lim |y (?)]

= tlim |25 exp(—t)| =0, V 3.

D’ou la fonction nulle z1 = ¢, (t) et x5 = 1),(t) est asymptotiquement
stable.

Exemple 5
Soit le systéme d’équations différentielles suivant

.Tl =ar + bﬂfg
Ty = cxy+ dre, avec a,b,c,d € R, bF#0.

Donner les conditions que doivent satisfaire les coefficients pour que la
solution nulle

x1=1U1(t) =0 et xo =1y(t) =0

soit stable ou asymptotiquement stable.

Solution
En effet, dérivant la premiére équation pour éliminer z,, on obtient une
équation de second ordre

i'l = Cli'l + bil)'g
= axy + b(cxy + dxo)

= azy + bexy + d(z1 — axy).
D’ou I’équation de second ordre
1 — (a+ d)xy — (be — ad)xy; =0,
avec I’équation caractéristique
N — (a+d)\ — (be — ad) = 0.

Soient \; et Ay les racines de I’équation caractéristique alors, on a les cas
suivants

o Premier cas



Les racines A\; et \y sont réelles, négatives et distinctes
A< 0, Ay < 0, avec Mg 7£ Aa.
D’ot la solution du systéme est donnée par

ry = Aexp(A\t) + Bexp(Aat),

- %[A()\l — a)exp(At) + B(hs — a) exp(Mat)]

Utilisons les conditions initiales données
x1(0) = a:(l) et z5(0) = :z:g,

on obtient la solution du systéme

T =p(t) = N [(az + bz — Noz?) exp(Ait)

+(M2l — az — bxl) exp(Aat)]
Ty = () = ————[(az? + bxd — Xaa?) (N1 — a) exp(Ait)
b(A1 — A2)
+(A1z8 — azf — b)) (Aa — a) exp(at)].
D’ou si 'on prend pour ¢ =ty = 0 la relation
[©1(to) — ¥1(to)] = ‘x?‘ <9,
et
o (to) — Yo(to)] = Mg’ <9,
Il en résulte que pour tout € > 0, on peut trouver un § > 0, tel que
|p1(to) — 11 (to)| <8 = |y (t) — by (8)| <€, VE =1 =0,

et

2(to) — a(to)] <6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VE >ty =0.

D’ou la stabilité de la solution nulle z1 = ¥, (t) et xo = 1y(t).
De plus, on a

L oy (1) =9, (t)] = lim Jo, (8)] = 0,
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et
tliglo 2 (1) — ¥o(t)] = tliglo o (1) = 0.
D’ou la stabilité asymptotique de la solution nulle 21 = ©,(t) et zy =

().

e Deuxiéme cas
L’une des racines \; est négative, I’autre racine A, est nulle

A< 0, Ao = 0.
D’ot la solution du systéme est donnée par

r1 = Aexp(\t) + B,

- %[A(/\l — a)exp(Ait) + Ba]

Utilisons les conditions initiales données
x1(0) = ZL‘(l) et x9(0) = :138,

on obtient la solution du systéme

1
T = () = )\—[(ax? + bry) exp(Ait) + (M) — ax) — baj)]
1
1
To = @y(t) = K[(aw? + b:pg)(/\l —a)exp(Ait) + (a)\lx(l) — a2x[1) — abxg)].
1

D’ou si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

1 (to) — ¥y (to)| = |$(1)‘ <9,

et
o (to) — a(to)] = {xg‘ <9,

Il en résulte que pour tout € > 0, on peut trouver un 6 > 0, tel que

i1 (to) — W1 (to)] <6 = |p1(t) — 1 (t)] <€, VE>1to =0,

et
pa(to) — Pa(to)] < 6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VI >ty =0.
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D’ou la stabilité de la solution nulle z1 = ¥, (t) et xy = ¥y(t).
De plus, si Uexpression (Aox? — az? — b) est non nulle alors, on a

tlglolo [ (t) — Uy ()] = tllglo 1 ()] # 0,
tlfgo o () — q(t)] tlfgo o (t)| # 0.

D’ou la solution nulle x1 = 1, (t) et 3 = 14(t) n’est pas asymptotique-
ment stable.

e Troisiéme cas
Les racines A\ et Ay sont égales et négatives

)\1 = )\2 avec )\1 < 0, )\2 < 0.
D’ot la solution du systéme est donnée par

vy = (At+ B)exp(\it),

1
To = E[A()\l — a)t + Ba] exp(Ait).

Utilisons les conditions initiales données
x1(0) = ZL‘[l) et x2(0) = :138,
on obtient la solution du systéme
_ _ 0 0 0 0
r1 = ¢(t) = [(az] + bry — \x7)t + x7] exp(Ait)

1
Ty = @t g[(ax? +bry — M) (A — a)t + axl] exp(\it).

D’out si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

1 (t0) — ¥ (to)| = |$(1J’ <0,

et
o (to) — a(to)| = ‘Ig‘ <0,

Il en résulte que pour tout € > 0, on peut trouver un § > 0, tel que
e1(to) = ¥1(to)| <0 = lpi(t) — ¥y ()] <€, VE =10 =0,
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et

pa(to) — Pa(to)] <6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VI >ty =0.

D’ou la stabilité de la solution nulle z1 = ¥, (t) et xy = ¥y(t).
De plus, on a

tlgglo 1 (1) — V1 ()] = tliglo 1 ()] =0,

et
tliglo |2 (1) — ¥o(t)] = tliglo o (1) = 0.

D’ou la stabilité asymptotique de la solution nulle 21 = 1,(t) et xy =

s (1)

e Quatriéme cas
Les racines A\; et )\, sont égales et nulles

)\1: )\220,

D’ou la solution du systéeme est donnée par

ry = At -+ B,
1
Ty = E[A()\l — Cb)t -+ BCL]

Utilisons les conditions initiales données
z1(0) = :L‘(l) et x2(0) = :Eg,

on obtient la solution du systéme

1 = ¢ (t) = 2%+ (a2? + bad)t,
1
Ty = pot) = g[((w(l) + bxg)(l —at) — amo].

D’ou si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

lp1(t0) — 11 ()| = |37(1)‘ <0,
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et
o (to) — ¥o(to)| = |$g’ <9,

Il en résulte que pour tout € > 0, on ne peut pas trouver un o > 0, tel
que
[p1(t0) — 1 (to)| <0 = [y (t) — Y1 (t)] <€ VI >t =0,

et

2 (to) — a(to)] <6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VI >ty =0.

Autrement dit, si I'expression (az +bz3) est non nulle, alors les fonctions
©1(t) et @y(t) tendent vers l'infini lorsque la variable indépendante ¢ tend
vers 'infini.

tlg?o 1 ()] = [pa(t)] = o0

D’ou la solution nulle z1 = 1, (t) et xo = 14(t) n’est pas stable.

e (inquiéme cas
L’une des racines A\; ou \j est positive

AL > 0,
D’oul la solution du systéeme est donnée par

ry = Aexp(A\t) + Bexp(Aat),

r = A~ @) expOut) + Bk — a) exp(Aof)]

Utilisons les conditions initiales données
x1(0) = x(l) et z5(0) = :Eg,

on obtient la solution du systéme

1
T = (t) = T [(az? + bz — Xgz?) exp(\it)
1— A2
+()\1x(1]1— az — bxd) exp(Aat)]
To = po(t) = —b()\ S )[(ax(l) + bz — A1) (A1 — a) exp(Ait)
1— A2

+ (M2 — azl — bxd)(Ne — a) exp(Aat)].
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D’oul si 'on prend pour t =ty = 0 la relation

1 (to) — ¥n(to)| = |21 <0,

et
o (to) — ¥o(to)] = |$g’ <0,

Il en résulte que pour tout € > 0, on ne peut pas trouver un o > 0, tel
que
|01 (to) — 1 (to)] <8 = [y (t) — 1 ()] <€, VE =t =0,

et

2 (to) — a(to)] < 6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VI >ty =0.

Autrement dit, si Pexpression (az + bz — A\2z?) est non nulle, alors les
fonctions ¢, (t) et ¢,(t) tendent vers 'infini lorsque la variable indépendante
t tend vers 'infini.

tlg?o 1 ()] = [pa(t)] = o0

D’ou la solution nulle z1 = v, (t) et xo = 14(t) n’est pas stable.

e Siziéme cas
Les racines A\; et Ay de I’équation caractéristique sont complexes et la
partie réelle est négative

M =a+if, =a—1if, avec a <.
D’oul la solution du systéme est donnée par
ry = Aexp(at)[Acos [t + Bsin St
1

Ty = E[A()\l —a)exp(Ait) + B(A2 — a) exp(Aat)]

Utilisons les conditions initiales données
z1(0) = x[l) et x2(0) = xg,

on obtient la solution du systéme
La solution du systéeme est
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1
1 = @ (t) = [2%cos pt + B(aw? — az? — bxd) sin Bt] exp(at),

1
)

[b25 cos Bt + 3 (az — az? — b)) — B9 exp(at).

Ty = pylt)

Pour la relation
l¢1(to) — 1 (k)] = “T(l)‘ <9,
et
o (to) — ¥o(to)] = Mg’ <0,
Il en résulte que pour tout € > 0, on peut trouver un § > 0, tel que

i1 (t0) — 1 (to)] <6 = |p1(t) =1 (t)] <€, VE=>1to =0,

et

a(to) — Valto)| < 0 = [0a(t) — Ya(t)| <€ VE >ty =0.

D’ou la stabilité de la solution nulle 21 = ¥, (t) et x5 = ¥,(t).
De plus, on a

tlfgo lp1(t) — V1 (B)] = tli)nolo p1(t)] =0,

et
tlfgo 2 (t) — ¥o(t)] = tliglo o (t)] = 0.

D’ou la stabilité asymptotique de la solution nulle 27 = ¥, (t) et x5 =

Us(1)-

e Septiéme cas
Les racines de 1’équation caractéristique sont complexes et imaginaire

pures

A =i, A= —if3, avec [ #0.

La solution du systéme est
1
z1 = ¢ (t) = afcos Bt + B(Cm? + bxY) sin Bt,
1
Ty = y(t) = ba'y cos Bt — %(sz? + %29 4 abal) sin pt.
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Il est a remarquer que la solution ¢, (t) et y,(t) sont des fonctions péri-
odiques de la variable indépendante t.
Pour la relation

[©1(to) — ¥1(to)] = ‘Ig‘ <9,
et
[©a(to) — o(to)] = ‘xg‘ <9,
Il en résulte que pour tout € > 0, on peut trouver un 6 > 0, tel que

[01(t0) = 1(to)| <0 = [@a(t) =1 (B)] <€ VL= 1o =0,

et

2 (to) — Pa(to)] < 6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VE >ty =0.

D’ou la stabilité de la solution nulle 21 = 1, (t) et x5 = 1,(t).
De plus, on a

}E}}o |1 (1) — 1 ()] tILIIolo 1 ()] # 0,
tlfgo o (t) — a(t)] = tlfgo o (t)| # 0.

D’ou la solution nulle z; = ¢, (t) et xo = 1),(t) n’est pas asymptotique-
ment stable.

e Huitiéme cas

Les racines de 1’équation caractéristique sont complexes dont la partie
réelle est positive

M =a+if, =a—i8, avec a > 0.

Il est & remarquer que la solution ¢, () et ¢,(t) du systéme est la méme
que la solution (6).
Pour la relation

1 (to) — ¥y (to)| = |$?‘ <9,
et
|2 (to) — Pa(to)| = |$(2)‘ <9,

Il en résulte que pour tout ¢ > 0, on ne peut pas trouver un § > 0, tel
que

i1 (t0) — 1 (to)] < 6 = |p1(t) =1 (t)] <€, VE>1to =0,

14



et

pa(to) — Pa(to)] <6 = |pa(t) — Po(t)] <€, VI >ty =0.

car les quantités | p,t) | et | ¢,(t) | peuvent prendre des valeurs assez
grandes lorsque ¢ croit, étant donné que l'on a

tlim exp(at) = oo.

D’ou la solution nulle x; = 1, (t) et xo = 1),(t) n’est pas stable.
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