§11. Stabilité des solutions des systémes linéaires
homogenes a coefficients constants

Soit le systéme linéaire homogene suivant
r = Az, (1)

ol A est une matrice carrée d’ordre n d’éléments constants, admettant
comme valeurs propres

e = g +ivg, k=1,2/....m avec m < n.

Lemme 1

Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles néga-
tives, alors pour chaque solution x = @(t) de équation (1), il existe deux
constantes « et L telles que

o(t)] < Lexp(—at), Vt=>0.

Démonstration
Il est bien connu que chaque solution z = ¢(t) de I’équation (1) s’écrit

sous la forme
m

p(t) = q"(t) exp(At), (2)

k=1

avec ¢"(t) le vecteur donné par

q"(t) = (g7 (t), g5 (1), ... gi (1)),

ou chaque composante q;?(t), j=12..,n; k=1,2,..,m, représente un
polynome de la variable indépendante .
Le fait que 'on a les parties réelles des valeurs propres négatives

ReAp, =p, <0, k=1,2,....m,
il existe alors un nombre o > 0 tel que
Re )\, =y, < —a < 0,

d’oll
Hi +a < 0. (3)
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Il est clair que de la formule (2), on obtient

NE

o ()] |¢"(t)] lexp(Aet)|

=
Il
—

" (

NE

)] lexp((pg + ivi)t)] (4)

B
Il
—

NE

| (t)] exp(p,t).

e
Il
—

Multipliant les deux membres de la relation (4) par 'expression exp(at),
pour obtenir

[o(t) exp(at)] <Y |a¥ ()] exp((py, + )t). (5)
k=1

En vertu de (3), on a

lim Z " (t )| exp((p + @)t) = 0. (6)

t—o0

Il en découle que la fonction

m

S 160 exp((rs + a)t)

k=1

est bornée pour tout ¢ > 0. Autrement dit, il existe un nombre L > 0 tel
que

Z|q |exp((uy, +@)t) < L, Vt¢>0.
D’ou en vertu de (5), on a
[p(t)exp(at)| < L, Vit=>0,
ce qui donne le résultat voulu
lp(t)] < L exp(—at), Vit=>0.

Lemme 2



Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles néga-
tives, alors pour chaque solution x = ¢(t,z°) de I’équation (1), vérifiant les
conditions initiales p(0,x) = x°, il existe des constantes a et M telles que

p(t,2%)] < M |2°] exp(—at), ¥t > 0.

Démonstration
Il est bien connu que pour chaque solution z° = ¢'(t) de 1’équation (1)
vérifiant les conditions initiales

©'(0) =¢', avec e = (6;1,0:2,...,0m), i=1,2,..,n,

ou d;; désigne le symbole de Kronecker

P 1 sii=j
Y10 siod £,
la fonction

T=(t) =3¢ B,

est une solution de I’équation (1), vérifiant la condition initiale
r=2" pour t=0,

et en vertu du théoreme d’unicité, on obtient
p(t,a%) = @' (t)al. (7)
i=1

D’apres le lemmel, il existe des constantes L; > 0, et o > 0 telles que
o' ()| < Liexp(—at), t>0, i=12..n.

Posons
L =max{Ly, Ly, ..., Ly},

ce qui implique pour tout ¢ > 0, on a

|g0i(t)’ < L exp(—at), Vt>0, i=1,2,..,n.



De la relation (7), il vient

|o(t,2%)] < Z\so )| |7

< ZL exp(—at) |2°|
I p——
Posons M = nL, on aura le résultat voulu
|p(t,2°)] < M [2°] exp(—at), Vi > 0.

Théoréme 1

Soit x = (t) une solution de l’équation (1), alors pour que la solution
nulle ¥(t) = 0 de l’équation (1) soit asymptotiquement stable il faut et il
suffit que toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles
négatives.

Démonstration
e Condition suffisante
Soit z = @(t) = p(t, 2°) une solution de I’équation (1) vérifiant

2 = 6(0) = p(0,4°)

il existe alors d’apres le lemme 2, deux constantes positives M > 0 et a > 0

telles que
6(t)| = |p(t,2°)| < M |2°| exp(—at), Vt=>0.

€
Pour tout € > 0 un réel donné, on prend § = a ce qui donne la relation

|2°| <6, Vt>0,

implique

()] = Je(t,a")] < M.~ exp(—at) < e

D’ou la stabilité de la fonction nulle.
Etant donné que 'on a

tlim exp(—at) =0,
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alors il est aisé de voir que
tlim lo(t)] = 0.

D’ou la stabilité asymptotique de la solution nulle.

e Condition nécessaire

En effet, si on prend pour une certaine valeur propre \; sa partie réelle
Re \; = p; > 0 et son vecteur propre correspondant 7' = p' + iq’, alors la
fonction

z = Re (v exp(\t)) = Re ((p' +iq") exp(p; +ivy)t)
= (p'cosvit) — ¢ sinv;t) exp(p,t),

est une solution de I’équation (1). D’ou
tlimx = tlim lp(t)| # 0.

D’ou l'instabilité asymptotique de la solution nulle.
Aussi il est évident que les solutions de la forme

r = ¢(t) = CRe(y' exp(\it)), avec C # 0. (8)

Si la variable indépendante ¢ = 0 et la constante |C| est suffisamment
petite alors les solutions (8), x = ¢(t) sont proches de la solution nulle, par
contre ces solutions = = ¢(t) ne tendent pas vers la fonction nulle lorsque la
variable indépendante ¢ croit indéfiniment vers I'infini.

D’ou la contradiction avec la stabilité asymptotique.

Remarque 1
Si la solution nulle de 1’équation (1) est stable, alors les parties réelles de
toutes les valeurs propres de la matrice A sont non positives.

Remarque 2
La solution nulle est stable si les parties réelles des valeurs propres Re \; <
0, 2=1,2,...,m, ouencore si Re \; = 0 implique que A; est une racine simple.

Remarque 3
La solution nulle est instable si au moins une des valeurs propres A; de
la matrice A posséde la partie réelle positive.



Remarque 4
Pour I’étude du signe des parties réelles des valeurs propres, il faut étudier
les conditions algébriques de toutes les parties réelles des racines de I’équation

apN" +a NP+ ap A+ a, =0, avec ag > 0, 9)

a coefficients ag, a1, ..., a,, constants.

Théoréme (Routh-Horowitz)
Pour que toutes les parties réelles des racines de l'équation (9) soient

négatives, il faut et il suffit que tous les mineurs principauz diagonauz de la
matrice de Horowitz

ay Qo 0 0 0 0 0
as ag ap 0 0 0 0
as aq a3 a2 ap 0 0
H=| ar as a5 a4 ag
ag ag Gy ag 0as

0 0 0 0 0 0 oa,
sotent positifs. Autrement dit les déterminants mineurs A; > 0, 1 =
1,2,...,n.

Remarque 5

Mettons les nombres ay,as, ...,a, sur la diagonale de la matrice H et
appliquons la regle que l'indice de chaque nombre dans chaque ligne est
inférieur & celui qui le précéde. Les nombres a; d’indice ¢ > n ou ¢ < 0 sont
remplacés par des zéros.

Les mineurs principaux diagonaux de la matrice de Horowitz H sont

a a a; Qo 0
1 0
Al = daq, AQ = a a s Ag as Ao A1 |y ..., An = anAn—l- (10)
2
’ as Q4 0ag

Théoréme (Lionnard-Chipard)
Pour que toutes les parties réelles des racines de l’équation (9) soient
négatives, il faut et il suffit que tous les éléments de la matrice H de Horowitz
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soient positifs a; > 0 et que les mineurs

ot les A; sont les mémes que ceuz dans (10).

Remarque 6

Les conditions du théoréme de Lionnard-Chipard sont équivalentes a
celles du théoreme de Routh-Horowitz, mais plus commodes car elle con-
tiennent moins de déterminants.

Exemple 1
Soit le systéme d’équations suivant

jfl = ary — 21’2
Ty = Ty — T,

trouver les valeurs du parametre a pour que la solution nulle soit asymp-
totiquement stable.

Solution
Cherchons I'équation caractéristique A(\) de la matrice A

A:((ll j):»A(A):

D’otu la matrice H est donnée par

(a1 a ) [ 1—a 1
H_(O ag)_< 0 2—@)’

étant donné que

a— A -2
1 —1—-A

‘:)\2+(1—a))\+(2—a) =0.

A()\) = ao)\2 + Cll)\ + ag = 0,

avec
Al=1—-a>0=a<1,

et

=(1-a)2—a)>0=a<let a>2.




D’ou la valeur a < 1 donnent la positivité de tous les mineurs et par
conséquent toutes les racines de l’équation caractéristique ont les parties
réelles négatives ce qui donne la stabilité asymptotique de la solution nulle.

Exemple 2

Soit le systéme d’équations suivant

i’l = 41’1 - 21’2 - 5I3
i‘g = —6.T1 + 2o + 61’3
i’g = 8£U1 — 333'2 — 9333,

étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle.

Solution

Cherchons I’équation caractéristique A(\) de la matrice A

4 -2 -5 4—X -2 =5
A= 6 1 6 |=AN=| -6 1-X 6 = N +4)\’+50+2 = 0.
8§ -3 -9 8§ -3 —9-2)

D’oul la matrice H est donnée par

ay Qo 0 4 1 0
H=1 a3 as a =12 5 4 ],
0 0 as 0 0 2

étant donné que

A(/\) = CL())\?’ + a1/\2 + (12)\ + as = 0,

avec

A1:4, Agz‘g é‘:18, Agz :36

O N

1
Y
0

N = O

Les mineurs A; > 0 sont positifs, alors toutes les racines de I’équation car-

actéristique ont les parties réelles négatives. D’oul la stabilité asymptotique
de la solution nulle.

Exemple 3



Soit le systéme suivant

i’l = T3
j?g = —3£L'1
T3 = ary + 2r9 — T3,

chercher les valeurs du parametre a pour que la solution nulle soit asymp-
totiquement stable.

Solution
Cherchons I’équation caractéristique A(\) de la matrice A

0 0 1 -\ 0 1
A= -3 0 0 |=A0)=|-3 -Xx 0 = N4\ —a\+6 = 0.
a 2 -1 a 2 —1-A

D’otu la matrice H est donnée par

a; Qo 0 1 1 0
H = as as ap = 6 —a 1 |,
0 0 as 0 0 6

étant donné que
A(/\) = CL())\?’ + 61,1)\2 + CLQ)\ + as = 0,

avec

1

A =1>0, A2:‘é _a‘z—a—6>0:>a<—6.

Les mineurs Ay = 1 > 0 et Ay = —a — 6 sont positifs si a < —6,
uniquement dans ce cas que les racines de ’équation caractéristique auront
les parties réelles négatives. D’ou la stabilité asymptotique de la solution
nulle.

Exemple 4
Trouver les parametres a et b pour lesquelles les racines de I’équation

caractéristique
M4 +aX+30+b=0 (11)



ont les parties réelles négatives.

Solution
La matrice H est donnée par

a; Qo 0 0

H — as ag ap 0 .
0 as a3z asg
0 0 0 ay

SO W N
S T =
S W N o
SR OO

Selon les conditions de Lionnard-Chipard, on doit avoir tous les éléments

a; de la matrice H positifs, en particulier les éléments a et b de la matrice H
sont positifs, de plus

A4,1:A3: :6G—4b—9>0, et A4,3:A1:2>0.

S W N
Q=
w N O

D’oul les parameétres a et b doivent vérifiées les conditions
4b+9
6
pour que les racines de I’équation caractéristique (11) admettent des par-
ties réelles négatives.

b>0 et a>

Exemple 5
Soit le systéme suivant

.fi'l = 31’1 -+ 41’2
3.3'2 = —T1 — 21’2, .

trouver les valeurs du parametre a pour que la solution nulle soit asymp-
totiquement stable.

Solution
Cherchons I’équation caractéristique A(A) de la matrice A
B 3 4 | 3=A 4 2 B
A_<_1 _2>:>A()‘)—‘ 1 —2—)\'_/\_/\_2_0'
Les racines de I’équation caractéristique sont Ay = 2 et Ay = —1, la

solution nulle n’est pas stable du fait que I'on a Ay =2 > 0.
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