§13. Théorie de Liapounov

Etant donné le systéme d’équations suivant
z=Av+ f(t,2), (1)

rempli les conditions suivantes

e A est une matrice carrée d’ordre n d’éléments constants

e La fonction f(t,z) est une fonction continue pour 0 <t < oo, |z| < h,
e La fonction f(¢,x) = o(|z|) uniformément par rapport a ¢ c’est a dire

limﬂt’ 7)

" Ja]

=0. (2)
Il est aisé de remarquer que la systéme (1) admet la solution nulle.

Théoréme (Liapounov)
Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles néga-
tives, alors la solution nulle du systéme (1) est asymptotiquement stable.

Démonstration
Soit la fonction y = (¢, x) une solution du systéme linéaire homogeéne

y= Ay (3)

avec la condition initiale ¢ (0, z) = .
D’apres le lemme2, il existe des constantes R > 0 et a > 0 telles que

lpo(t,z)| < R|z|exp(—at), t>0. (4)

Posons
Viz) = / o(r, )2 dr. (5)

Démontrons que la fonction V(x) dans (5) est une fonction de Liapounov.
En effet soit ®(¢) la matrice fondamentale du systéme (3) avec la relation

o(0) =1,
ou [ représente la matrice de I'unité de sorte que ’'on a
p(t, ) = ®(t)a’. (6)
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En vertu de la relation (4) l’expression dans l'intégrale (7) converge. De
plus il est aisé de voir que la fonction V' (x) est bien définie pour tout x € R",
aussi grace a I'unicité de la solution du systéme (3), on a

V() >0siz#0

V(z) 20, avec { V(z)=0siz=0.

V(p(t,z)) = / " p(rplt,a) P dr = / lpr 4t o) dr
- /tooko(a,x)ﬁda,

par différentiation, on obtient

W) [ to ) do)y =~ ot = —laf . 9

D’autres part

Wto B Z %i’?m))gp(t? .I) t=0 — <gradv(90(tv l‘)), Sb(ta $)>t:0

= (grad V(p(t, ), Ap(t, ), = (grad V(z), Az)) . (10)
De la relation (9) et (10) il découle

(grad V (z), Az) = — |z|*. (11)
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En vertu de (1) et (11), il vient
i 8‘8/—;@33 = (gradV(z),z) = (grad V(x), Az + f(t,x))
i=1 '
= (grad V(z), Az) + (grad V(z), f(t, x))
= — |z + (grad V(z), f(t,z)) . (12)
Aussi la relation (7) nous donne

grad V (z) = 2Sz. (13)

Pour | z |< he < h, avec € > 0 arbitrairement petit, de la relation (2), on
obtient
|f(t z)| < ela]. (14)

Apres utilisation de U'inégalité de Cauchy-Schwartz et les relations (13)
et (14), il découle

SV o o 4 ferad Ve, St )

= ox; -
< =z + 28| ] <]
1
< —la*(1—2¢]5]) < ~3 j2|* <0, (15)
Pourvu que 'on a
0<e< ! t 0 < |z| <h
E< —— € x e
4115l

D’ou la relation

"0V () . L 2
r; < —Wi(x), avec W(z) = = |z|”,
> i < W (v) = 5 lo
ce qui donne la stabilité asymptotique de la solution nulle et cela d’aprés
le lemme de Liapounov

Remarque

Si au moins une des valeurs propres de la matrice A posséde une partie
réelle positive, la solution nulle du systéme (1) est instable.

3



Exemplel
Soit la systéme suivant

T=x—1y+ 22 +1y*sint,
y=z+y—y>

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Le systeme s’écrit
X =AX + f(X),

avec

(= (1 -1 [ 2+ yPsint
(3 a1 7). - ()

la fonction f(X) vérifie la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres
AM=1+14 A=1—1,
les parties réelles des valeurs propres étant positives, alors la solution

nulle n’est pas stable.

Exemple2
Soit la systeme suivant

xr = 2x 4+ 8siny,
y=2—3y —expr — cosy.

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Développons les fonctions exp x, siny et cosy suivant la formule de Taylor
afin d’obtenir le systéme avec une partie linéaire aux seconds membres,

{¢=2x+&rhﬁ@w%
y=—x—3y+ folz,y).

Le systéme devient
X =AX + f(X),
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avec

() s (5 8) o= (e,

la fonction f(X) vérifie la condition (2) et la matrice A admet les valeurs

propres
1 4 1 4
AM=—=+=V8 l=—=—=V8
1 9 + 2\/_7 2 2 2\/_7
les parties réelles des valeurs propres étant négatives, alors la solution
nulle est asymptotiquement stable.

Exemple3
Soit la systéme suivant

{ T =4+ 4y —2exp(x +y),

_ te
y = sinaz + In(1 — 4y), avec a = %,

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution

Développons les fonctions /4 + 4y, exp(z+y), sinaz et In(1—4y) suivant
la formule de Taylor afin d’obtenir le systéme avec une partie linéaire aux
seconds membres,

{ T = —2x—y+f1(x,y),
y = az — 4y + fa(z,y).

Le systéme devient
X =AX + f(X),

x=(3) 4= (2 ) 0= (20)

la fonction f(X) vérifie la condition (2) et la matrice A admet les valeurs

propres
)\1:—3+\/1—a, )\2:—3—\/1—6L,

- Pour a > 1, les racines \; et Ay sont complexes, dont les parties réelles
ReA; = Re)Xy = —3 sont négatives, d’ou la stabilité asymptotique de la
solution nulle.

avec



-Pour —8 < a < 1, les racines A\ et Ay sont réelles négatives, d’ou la
stabilité asymptotique de la solution nulle.

-Pour a < —8, les racines \; et Ay sont réelles positives, d’ou I'instabilité
de la solution nulle.

-Pour a = —8, les racines sont A\; = 0 et Ay = —6, on ne peut rien dire
sur la question de la stabilité.

Exemple4
Soit la systéme suivant

T =—2°— 4y,
y=3x — 1>

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Le systeme s’écrit
X =AX + f(X),

(1) 4= (3 5) - ()

la fonction f(X) veérifie la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres

avec

)\1 - +2Z\/§, )\2 - —22\/§,

les parties réelles des valeurs propres ne sont pas négatives, alors les con-
ditions du théoréme de Liapounov ne sont pas remplies, posons

V(z,y) = 3z% + 49°.

Dérivons la fonction V' (z,y), on obtient

oV (:c,y) 8L(x,y), 3 3
5 + 5 = —4y — + —
. T y Y 6x( y—x°) 8y(33: Y )

= —(62" +8y") <0.



Pour la fonction W (x,y) donnée par
W(x,y) = 62* + 8y*,

on remarque toutes les conditions du lemme de Liapounov sont remplies,
ce qui implique la stabilité asymptotique de la solution nulle.

Stabilité des solutions périodiques
Soit le systéeme d’équations différentielles

T = A(t)z, (1)

o A(t) est une matrice carrée d’ordre n a éléments continus et périodiques
de période w et soit ®(t) la matrice fondamentale du systéme (1), avec la
relation ®(0) = I la matrice de 'uniteé.

Matrice de la monodromie
On appelle matrice de la monodromie la matrice ®(w) ou ®(¢) est la
matrice fondamentale du systéme d’équations (1).

Multiplicateurs d’un systéme
On appelle multiplicateurs d’un systéme d’équations différentielles, les
valeurs propres da la matrice de la monodromie ®(w).

Théoréme3

Pour que la solution nulle du systéme d’équations (1) soit asymptotique-
ment stable il faut et il suffit que chaque multiplicateur \;, j =1,2,...,n, du
systéme (1),a le module inférieur & l'unité.

A; multiplicateur du systéme (1) =| A; |[< 1, j=1,2,...n.

Démonstration
Sachant que la matrice fondamentale ®(¢) du systéme (1) est donnée par

B(t) = Y (1) exp(At),

ou Y (t) est une matrice carrée d’ordre n a éléments continus et péri-
odiques de période w avec Y (0) = I ou I désigne la matrice unité, A est une
matrice d’ordre n a éléments constants.



Appliquons le changement de variable
r=Y(t)y, (2)

au systéme d’équations (1), on obtient
y=Ay. (3)
Il est bien connu que si \;, j =1,2,...,n, sont des valeurs propres d'une
matrice A non dégénérée, alors In\;, j =1,2,...,n, sont des valeurs propres

da la matrice In A.
En vertu da la relation

1
A=—Ind
(),
les valeurs propres de la matrice A sont données par
L In\;, j=1,2
:uj w is J ) Sy
Alors, on a
1 ) .
p; = —(n|\| +iarg A\j +2km, j=1,2,...,n. k=0,%1,%£2,..
w
D’ou la relation
N <1< Rep; <0, j=1,2,..,n,

qui acheve la démonstration.
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