
§13. Théorie de Liapounov

Etant donné le système d�équations suivant
:
x = Ax+ f(t; x); (1)

rempli les conditions suivantes
� A est une matrice carrée d�ordre n d�éléments constants
� La fonction f(t; x) est une fonction continue pour 0 � t <1; jxj � h;
� La fonction f(t; x) = o(jxj) uniformément par rapport à t c�est à dire

lim
x!0

f(t; x)

jxj = 0: (2)

Il est aisé de remarquer que la système (1) admet la solution nulle.

Théorème (Liapounov)
Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles néga-

tives, alors la solution nulle du système (1) est asymptotiquement stable.

Démonstration
Soit la fonction y = '(t; x) une solution du système linéaire homogène

:
y = Ay (3)

avec la condition initiale '(0; x) = x:
D�après le lemme2, il existe des constantes R > 0 et � > 0 telles que

j'(t; x)j � R jxj exp(��t); t � 0: (4)

Posons

V (x) =

Z 1

0

j'(� ; x)j2 d� : (5)

Démontrons que la fonction V (x) dans (5) est une fonction de Liapounov.
En e¤et soit �(t) la matrice fondamentale du système (3) avec la relation

�(0) = I;

où I représente la matrice de l�unité de sorte que l�on a

'(t; x) = �(t)x0: (6)
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Alors,

V (x) =

Z 1

0



�(�)x0;�(�)x0

�
d� =

Z 1

0



�t(�)�(�)x0; x0

�
d�

=

�Z 1

0

�t(�)�(�)d�x0; x0
�
= hSx; xi (7)

avec

S =

Z 1

0

�t(�)�(�)d� =

0BBB@
s11 s12 � � � s1n
s21 s22 � � � s2n
...

...
...

...
sn1 sn2 � � � snn

1CCCA ; sij = sji; i; j = 1; 2; :::; n:
En vertu de la relation (4) l�expression dans l�intégrale (7) converge. De

plus il est aisé de voir que la fonction V (x) est bien dé�nie pour tout x 2 Rn;
aussi grâce à l�unicité de la solution du système (3); on a

V (x) � 0; avec
�
V (x) > 0 si x 6= 0
V (x) = 0 si x = 0:

V ('(t; x)) =

Z 1

0

j'(� ; '(t; x))j2 d� =
Z 1

0

j'(� + t; x)j2 d�

=

Z 1

t

j'(�; x)j2 d�;

par di¤érentiation, on obtient

dV ('(t; x))

dt t=0
=
d

dt
(

Z 1

t

j'(�; x)j2 d�)t=0 = � j'(t; x)j2 = � jxj2 : (9)

D�autres part

dV ('(t; x))

dt t=0
=

nX
i=1

@V ('(t; x))

@xi

:
'(t; x) t=0 = hgradV ('(t; x));

:
'(t; x)it=0

= hgradV ('(t; x)); A'(t; x)it=0 = hgradV (x); Ax)i : (10)

De la relation (9) et (10) il découle

hgradV (x); Axi = � jxj2 : (11)
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En vertu de (1) et (11); il vient

nX
i=1

@V (x)

@xi

:
xi = hgradV (x); :xi = hgradV (x); Ax+ f(t; x)i

= hgradV (x); Axi+ hgradV (x); f(t; x)i
= � jxj2 + hgradV (x); f(t; x)i : (12)

Aussi la relation (7) nous donne

gradV (x) = 2Sx: (13)

Pour j x j� h� < h; avec � > 0 arbitrairement petit, de la relation (2); on
obtient

jf(t; x)j < � jxj : (14)

Après utilisation de l�inégalité de Cauchy-Schwartz et les relations (13)
et (14); il découle

nX
i=1

@V (x)

@xi

:
xi � � jxj2 + jhgradV (x); f(t; x)ij

� � jxj2 + 2 kSk jxj :� jxj

< � jxj2 (1� 2� kSk) < �1
2
jxj2 < 0; (15)

Pourvu que l�on a

0 < � <
1

4 kSk et 0 < jxj < h�:

D�où la relation
nX
i=1

@V (x)

@xi

:
xi � �W (x); avec W (x) =

1

2
jxj2 ;

ce qui donne la stabilité asymptotique de la solution nulle et cela d�après
le lemme de Liapounov

Remarque
Si au moins une des valeurs propres de la matrice A possède une partie

réelle positive, la solution nulle du système (1) est instable.
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Exemple1
Soit la système suivant� :

x = x� y + x2 + y2 sin t;
:
y = x+ y � y2:

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Le système s�écrit

:

X = AX + f(X);

avec

X =

�
x
y

�
; A =

�
1 �1
1 1

�
; f(X) =

�
x2 + y2 sin t

�y2
�
;

la fonction f(X) véri�e la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres

�1 = 1 + i; �2 = 1� i;
les parties réelles des valeurs propres étant positives, alors la solution

nulle n�est pas stable.

Exemple2
Soit la système suivant� :

x = 2x+ 8 sin y;
:
y = 2� 3y � expx� cos y:

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Développons les fonctions expx; sin y et cos y suivant la formule de Taylor

a�n d�obtenir le système avec une partie linéaire aux seconds membres,� :
x = 2x+ 8y + f1(x; y);
:
y = �x� 3y + f2(x; y):

Le système devient
:

X = AX + f(X);
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avec

X =

�
x
y

�
; A =

�
2 8
�1 �3

�
; f(X) =

�
f1(x; y)
f2(x; y)

�
;

la fonction f(X) véri�e la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres

�1 = �
1

2
+
i

2

p
8; �2 = �

1

2
� i

2

p
8;

les parties réelles des valeurs propres étant négatives, alors la solution
nulle est asymptotiquement stable.

Exemple3
Soit la système suivant� :

x =
p
4 + 4y � 2 exp(x+ y);

:
y = sin ax+ ln(1� 4y); avec a = Cte:

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Développons les fonctions

p
4 + 4y; exp(x+y); sin ax et ln(1�4y) suivant

la formule de Taylor a�n d�obtenir le système avec une partie linéaire aux
seconds membres, � :

x = �2x� y + f1(x; y);
:
y = ax� 4y + f2(x; y):

Le système devient
:

X = AX + f(X);

avec

X =

�
x
y

�
; A =

�
�2 �1
a �4

�
; f(X) =

�
f1(x; y)
f2(x; y)

�
;

la fonction f(X) véri�e la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres

�1 = �3 +
p
1� a; �2 = �3�

p
1� a;

- Pour a > 1; les racines �1 et �2 sont complexes, dont les parties réelles
Re�1 = Re�2 = �3 sont négatives, d�où la stabilité asymptotique de la
solution nulle.
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-Pour �8 < a � 1; les racines �1 et �2 sont réelles négatives, d�où la
stabilité asymptotique de la solution nulle.
-Pour a < �8; les racines �1 et �2 sont réelles positives, d�où l�instabilité

de la solution nulle.
-Pour a = �8; les racines sont �1 = 0 et �2 = �6; on ne peut rien dire

sur la question de la stabilité.

Exemple4
Soit la système suivant � :

x = �x3 � 4y;
:
y = 3x� y3:

Etudier la stabilité de la fonction nulle.

Solution
Le système s�écrit

:

X = AX + f(X);

avec

X =

�
x
y

�
; A =

�
0 �4
3 0

�
; f(X) =

�
�x3
�y3

�
;

la fonction f(X) véri�e la condition (2) et la matrice A admet les valeurs
propres

�1 = +2i
p
8; �2 = �2i

p
8;

les parties réelles des valeurs propres ne sont pas négatives, alors les con-
ditions du théorème de Liapounov ne sont pas remplies, posons

V (x; y) = 3x2 + 4y2:

Dérivons la fonction V (x; y); on obtient

@V (x; y)

@x

:
x+

@V (x; y)

@y

:
y = 6x(�4y � x3) + 8y(3x� y3)

= �(6x4 + 8y4) � 0:
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Pour la fonction W (x; y) donnée par

W (x; y) = 6x4 + 8y4;

on remarque toutes les conditions du lemme de Liapounov sont remplies,
ce qui implique la stabilité asymptotique de la solution nulle.

Stabilité des solutions périodiques
Soit le système d�équations di¤érentielles

:
x = A(t)x; (1)

oùA(t) est une matrice carrée d�ordre n à éléments continus et périodiques
de période ! et soit �(t) la matrice fondamentale du système (1); avec la
relation �(0) = I la matrice de l�unité.

Matrice de la monodromie
On appelle matrice de la monodromie la matrice �(!) où �(t) est la

matrice fondamentale du système d�équations (1):

Multiplicateurs d�un système
On appelle multiplicateurs d�un système d�équations di¤érentielles, les

valeurs propres da la matrice de la monodromie �(!):

Théorème3
Pour que la solution nulle du système d�équations (1) soit asymptotique-

ment stable il faut et il su¢ t que chaque multiplicateur �j; j = 1; 2; :::; n; du
système (1);a le module inférieur à l�unité.

�j multiplicateur du système (1))j �j j< 1; j = 1; 2; :::; n:

Démonstration
Sachant que la matrice fondamentale �(t) du système (1) est donnée par

�(t) = Y (t) exp(�t);

où Y (t) est une matrice carrée d�ordre n à éléments continus et péri-
odiques de période ! avec Y (0) = I où I désigne la matrice unité, � est une
matrice d�ordre n à éléments constants.
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Appliquons le changement de variable

x = Y (t)y; (2)

au système d�équations (1); on obtient

:
y = �y: (3)

Il est bien connu que si �j; j = 1; 2; :::; n; sont des valeurs propres d�une
matrice A non dégénérée, alors ln�j; j = 1; 2; :::; n; sont des valeurs propres
da la matrice lnA:
En vertu da la relation

� =
1

!
ln�(!);

les valeurs propres de la matrice � sont données par

�j =
1

!
ln�j; j = 1; 2; :::; n:

Alors, on a

�j =
1

!
(ln j�jj+ i arg �j + 2k�; j = 1; 2; :::; n: k = 0;�1;�2; :::

D�où la relation

j�jj < 1, Re�j < 0; j = 1; 2; :::; n;

qui achève la démonstration.
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