§2. Equations différentielles a fonctions homogeénes

Fonction homogeéne
On dit que la fonction f(t,x) est homogeéne de degré n par rapport aux
variables t et x si 'on a pour tout k € R, la relation

f(kt kx) = k" f(t,x). (1)

Exemple 1
Soit la fonction

f(t,x) = /213 + ta2,

cette fonction est homogéne de degré 1.
En effet, on a

fkt,kz) = /2(kt)3 + kt(kz)?

= kv/2t3 + ta?

= kf(t, z).
Exemple 2
Soit la fonction )
tr 4 3z
) = ———
fltw) = 2

cette fonction est homogeéne de degré 0.
En effet, on a

(kt)(kx) + 3(kx)?
(kt)(kx)
tr + 3z?

tx
= E'f(t,x).

f(kt ka) =

Equations différentielles & fonctions homogénes
On appelle équation différentielle a fonctions homogénes toute équation
différentielle de la forme

_ gz _
-2 -

T

[t z), (2)
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ou f (t,z) est une fonction homogene de degré zéro. C’est a dire, on a la

1
relation f (t,x) = f(kt, kx) pour tout k € R, en particulier prenons k = .
on obtient

fln) =16t = £ (15)

et I'équation différentielle a fonctions homogenes (2) devient

. dzx x
=—=1f(1,- 3
T f(’t)’ (3)
ou encore sous la forme explicite
M(t,z)dt + N(t,z)dz =0, (4)

ou les fonctions M(t,z) et N(t,z) sont homogeénes de méme degré.
Pour résoudre une telle équation, on substitue le changement de variable

suivant
98

by=75 (5)

ou y est une fonction inconnue de la variable indépendante ¢, on aura
dxr = ydt + tdy,

ou encore
T =y+ty. (6)

L’équation différentielle (3) devient

y+ty = fy).

Portons cette expression dans 1’équation différentielle (1), on obtient une
équation différentielle dont on peut séparer les variables
dt t ’
d’oul I’équation différentielle a variables séparées
dy dt
T L0t f(y) # v
fw) -y ¢

Aprés intégration des deux membres, on obtient
dy
————— =Inlt|+1InC. 7
| 7=y~ g
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T
Finalement, on revient a la variable x par la relation y = 7

Remarque 1
L’équation différentielle & fonctions homogénes ne change pas si, on rem-
place la variable ¢ par kt et la fonction = par kz.

Exemple 3
Résoudre I’équation différentielle suivante

t+x

r = — . 8
i = -2 ©
Solution
. 4+ R )
Pour t # 0 la fonction f(¢,z) = . est homogene de degré 0. En
effet, on a
3kt + kx
kt, k - —
(bt k) -
k@Bt +z)
- kt
= f(ta LB)

Appliquons le changement de variable des équations différentielles & fonc-

tions homogeénes
Y= ¥7

ou y(t) est la fonction inconnue de ¢, on obtient
dxr = ydt + tdy.
ou encore
T=y+ty

Portons cette expression dans I’équation différentielle (8), on aura une
forme explicite de 1’équation différentielle & variables séparables

(3t + ) dt + tdx =0,
(3t + yt) dt + t (ydt + tdy) = 0,
(3t + 2yt) dt + tdy = 0,



ou encore

(2y + 3) dt + tdy = 0. (9)
La division de I’équation différentielle (9) par la fonction ¢(2y + 3) nous
donne I’équation différentielle a variables séparées suivante

3

1 1
:—gdt, avec t #0, y;é—i. (10)

d
2y+3 Y

Apres intégration des deux termes de 1'équation différentielle (10), on
obtient

1
51n|2y+3|:—1n|t|+ln|0|; C #0,
In|2y +3|=—-2In|t|+2n|C|; C#0,

Cq

n|(2y+3)| =In| F|5 C1#£0,

ou encore

d’ou la solution de I’équation différentielle (10)

Cy 3

= — - . 11

y="3 "3 (11)

Substituons la valeur de y = % dans la solution (11), on obtient la
solution en x o 3

2
=— ——t. 12
T=-" -3 (12)

La division de I’équation (9) par la fonction ¢(2y + 3) entraine la perte
des solutions en ¢ et en y

3
t=0 et y= —3 de I'équation (10),
ou encore la perte des solutions en ¢ et en x

t=0 et z= —gt de I’équation (8).

3
On remarque que la solution x = —§t est dans la formule (11) si 'on

convient de prendre pour la constante Cy n’importe quelle valeur y compris
la valeur nulle Cy = 0.



D’ot, on obtient la solution générale de I’équation différentielle (8)

3
z=Cotd—=t; t=0.
2
Equations se raménent a des équations différentielles & fonc-
tions homogénes

Soit I’équation différentielle suivante

. a1t+b11‘+01
= —_— 1
v f<a2t+b2x+02)7 (13)

pour ce genre d’équations différentielles, on construit le systéme d’équations
linéaires suivant

(14)

ait+bix+c1 =0
ast + box + co = 0,

1. Premier cas

Si le déterminant A du systéme d’équations linéaires (14) est non nul

aq bl
A = det :
¢ < az b ) 70
L’équation différentielle (7) se raméne a une équation différentielle a fonc-
tions homogeénes.
En effet, faisons le changement de variables suivant

t=7+a et z=y+p,

ol « et [ sont les racines du systéme d’équations linéaires (14). Autrement
dit, I’équation différentielle (13) se raméne a une équation différentielle a
fonctions homogenes par un déplacement de l'origine (0,0) des coordonnées
vers le point (o, ) de lintersection des droites aijt + bz + ¢ = 0 et
agt + bax + co = 0. Apres cette transformation, I’équation différentielle (13)
change de forme vers 'homogénéité

Yy
a1T + by ar + bl;

peg=f (BT T 15
Y (a27+bzy> ag + by 2 (15)
-

Substituons le changement de variable des équations différentielles a
fonctions homogenes dans cette équation

z=7 = y=2z+ 2T,
T



on obtient ’équation a variables séparables suivante
. a1 + b1z
Z4 27 = — | =9g(z

ou encore
2T =g(z) — z,
ce qui donne par la suite une équation a variables séparées
dz dr
9(z) =z T
2. Deuxiéme cas

Si le déterminant A du systéme d’équations linéaires (14) est nul.
A:det< ar b > =0,

az b

Autrement dit, les droites ne se coupent pas alors I’équation différentielle
(13) se rameéne a une équation a variables séparables.

En effet, les droites a1t + b1z +c1 =0 et ast + box + co = 0 prennent la
forme

ait + bix + ¢1 = k (agt + baz) + c2,

et I'équation différentielle (13) s’écrit comme suit

P <k(a2t + box) 4+ 1

= t+ baz). 16
agt + baz + co > g (azt +by) (16)

Il est aisé de voir que cette équation différentielle se raméne & une équa-
tion différentielle & variables séparables par substitution de la fonction

y = ast +box ou y = ast + box + co. (17)
Exemple 4
Résoudre 1’équation différentielle suivante
z—1
S — 18
R T (18)

Solution



Soit le systéme d’équations linéaires suivant
z—t=0
2c —t+1=0,

il est aisé de voir que le déterminant A est non nul

1 -1
A = - 1 .
det ( 9 _1 ) #0
Ce systéeme d’équations admet comme racines x = —1 et t = —1, c’est
a dire « = —1 et § = —1. Portons dans l'équation différentielle (18) les

fonctions t = 7 — 1 et = = y — 1, on obtient une équation différentielle a
fonctions homogénes

d -7

=2 (19)

dr  2y—r71’

que l'on résout par le moyen des techniques affectés aux équations différen-

tielles & fonctions homogenes

Y
Z = —.
T

La dérivée des deux membres de cette fonction nous donne
dy dz

o ST

d’ot, on obtient ’équation différentielle a variables séparables sous la forme

4 dz  71(2—-1)
Z24+T— = ——.
Tar T(2z — 1)
ou encore S J
z— T
-l 2
22 2,41 T’ (20)

Apreés intégration des deux membres de 1’équation différentielle & vari-
ables séparées (20), on obtient la solution de I’équation différentielle (19) en
zetenT

1
§1n|2z2—22+1‘ =—In|r|+In|C|, C#0,

TV222—2241=C. (21)

Substituons la valeur de z = Z dans la solution (21), on obtient la méme
T

V2y? — 2yt + 12 =C.

ou encore

solution en y et en 7



Enfin pour avoir la solution générale, on doit passer a la solution en x
et en ¢, d’ou il vient

Vet 12+ @1’ =c (22)

Exemple 5
Résoudre I’équation différentielle suivante

Bt+3z+1)dt—(t+x—1)dx=0. (23)

Solution
Soit le systéme d’équations linéaires suivant

3r4+3t+1=0
r+t—1=0,

il est aisé de voir que le déterminant A est nul

3 3
A-det(l 1>—0.

Il est & remarquer que 1’équation différentielle (23) se rameéne a I’aide du
changement de variables

y=z+t=dy =dx+dt,
a une équation différentielle & variables séparables
4ydt — (y — 1)dy = 0. (24)

Séparons les variables, on obtient
-1
adt =Y "—dy, y#0, (25)
Yy

aprés intégration des deux membres de I’équation différentielle & variables
séparées (25), il vient
4 —y+Injy| =C.

Passons aux variables x et ¢, on obtient

3t—xz+In|t+z|=C.



La division des deux membres de I’équation (24) par y entraine la perte
de la solution y = 0 de cette équation, en d’autre termes la perte de la
solution x = —t de I’équation (23). D’ou la solution générale de I’équation
différentielle (23) est donnée comme suit

dt—x+hnft+z=C;, z=-—t.

Autres équations se raménent 4 des équations différentielles a
fonctions homogeénes

On peut trouver d’autres formes d’équations se raménent & des équations
différentielles & fonctions homogeénes par la substitution de ’équation

=19y, (26)

ol ’entier m est un nombre inconnu a déterminer.

Substituons 'expression x = y™ dans I’équation différentielle donnée et
exigeons I’homogénéité des fonctions de cette équation différentielle pour
trouver le nombre m. Si on ne peut pas trouver le nombre m cette méth-
ode n’est pas la bonne pour rendre I’équation différentielle une équation
différentielle & fonctions homogénes.

Exemple 6
Résoudre I’équation différentielle suivante

Solution
Substituons 'expression (26)

dans I’équation (27), on obtient

mt3ym—1y _ y2m — t4.

Cette équation différentielle sera une équation différentielle & fonctions
homogeénes que si les puissances de tous ses termes sont égales, c’est a dire

3+ (m—1)=2m=4,



les égalités sont vérifiées simultanément pour la valeur m = 2. En con-
séquence, ’équation différentielle (27) peut se ramener & une équation dif-
férentielle & fonctions homogeénes par la substitution de I'expression x = y?
dans I’équation (27) d’ou, on obtient

263y — yt = th.
ou encore I’équation différentielle & fonctions homogeénes suivante

. t +y4
23y
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§2. Exercices sur les équations différentielles a fonctions
homogeénes

Résoudre les équations différentielles a fonctions homogeénes et les équa-
tions qui se raménent & des équations différentielles & fonctions homogénes
suivantes

1) (t+2z)dt —tdx = 0.
2) (4 a?)dt — atdz = 0.
3) Vi 22dt = tdr — adt.
4)  2%dt + (* — tz) dz = 0.
5) (t+x)ln <t—{;az> dt + xdt — tdx = 0.
6) (t+4x)z =2t+ 3z —5.

2
7 &=2 (thEJ .
8) (2t—4zx+6)dt+ (t+x—3)dz =0.
9) (2t —5x+ 3)dt — (2t + 4x — 6)dx = 0.
10) (t—z—1)dt+ (t+ 4z —1)dx = 0.
11) (t+z)dt + (3t + 3z — 4)dx = 0.
12) (Bt +2z+ 1)dt — (3t + 2z — 1)dz = 0.
13) (t—xz—1)dt—(t—z—2)dx=0.
14) (2t +x+ 1)dt — (4¢ + 22 — 3)dx = 0.

15) (t —2sinx + 3)dt + cosz(2t — 4sinx + 3)dz = 0.

16) t3(x —t) = a2
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17)
18)
19)

20)

202 = 2 + tx

xdt + (2tz + 1)tdx = 0.

(z — 22Vt — t222)dt + 2tdx = 0.
3(x? + V16 — xh)dt — 2tzdz = 0.

12



§2. Réponses des équations différentielles a fonctions

homogeénes

2
r=t ln@; t=20
1
Qm:Ctz—a; t=0
x
x=Cet.

(—t+z+5)5(t+2z—2)=C.

T42= C€<72arctan %)

(2t +2)3=C(~t+x—-1)% z=t+1

(—t+4z —3)2(2t + 2+ -3) = C.

=C.

2
In <(t —1)%+ 4x2> + arctan ; xl

t+3z+2In(—t—z+2)=C.

In(15¢ + 10z — 1) — g(—tm) _c.
(—t+z+2)?2+2t=C.

2%+ — 1 = Cel-1H22),

4t + 8sinz + 31In(4¢t — 8sinz +9) = C.

2=t —z)InCt; v=1t% m=2.

1
t=—22InCt; x=0; m=g.

13



18)

19)

20)
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