§3. Différentiabilité des fonctions sur r

Différentiabilité d’une fonction
Soit U un ouvert de R™ et soit f une application définie sur U a valeurs
dans R
f+ U—-R

On dit que f est différentiable en un point a € U s’il existe une application
linéaire notée L définie dans R™ & valeurs dans R

L: R® - R
h+— L(h),

et une application notée ¢ définie dans R™ & valeurs dans R

€: R® - R
h— e(h),

telles que les conditions suivantes sont satisfaisantes
L. fla+h) = f(a) = L(h) + ||h]| £(h).

2. illlil(l)&‘(h) = 0.

L’application linéaire L est dite différentielle de f au point a € U.

Remarque
La différentielle I d’une application f est unique.

Dérivée suivant un vecteur
On appelle f’(a;h) la dérivée au point a € U suivant le vecteur h € R"
d’une fonction f définie sur un ouvert U de R™ a valeurs dans R définie par

fla+th) - f(a)

1o T
f(a;h) = %g% , €R
Si h est un vecteur unitaire (||k|| = 1), le nombre f'(a;h) est dit dérivée

de f en a dans la direction de h.



Dérivées partielles
On appelle dérivée partielle au point a € U et, on écrit

of
8$Ck

——(ay,a2, ...,a,) = f'(a; ex),
la dérivée suivant le vecteur h = e = (0,0, ..%, - 0).

Théoréme 1

Soit [ une fonction définie sur un ouvert U T R"™ a wvaleurs dans R,
différentiable en un point a € U. Alors la fonction f admet une dérivée L(h)
en a sutvant n’importe quel vecteur h € R™.

Démonstration
La fonction f étant différentiable, alors

fla+h)— f(a) = L(h) + ||h]|e(h) avec }llin%g(h) = 0.
Remplagons le vecteur h € R™ par le vecteur th ot t € R et, on écrit
fla+th) — f(a) = L(th) + ||th|| (th) avec %inég(th) =0,

ce qui implique

fla+th) — f(a)

= L(h) £ ||h]| e(th) avec lltinas(th) =0,

t
d’ou "
ll_r)lolf(a + t) — f(a) _ L(h) _ f'(a, h)

Théoréme 2

Soit [ une fonction définie sur un ouvert U T R"™ a wvaleurs dans R,
différentiable en un point a € U. Alors la fonction f admet des dérivées
partielles en ce point et, on a

of of
(9.1'1 ox i)

of
ox,,

L(h) = =—(a)hy + =—(a)hy + ... + =—(a)h, o h = (hy, ha, ..., h,) € R™.



Démonstration
La fonction f étant différentiable, alors

fla+h)— f(a) = L(h) + ||h]|e(h) avec }Lir%s(h) £ 0.
Désignons par {eq, e, ..., €, } la base canonique de R", alors

Vt € R,ona f(a+tey) — f(a) = Lltex) + |[tex] e(ter),

don fla+ter) = f(a)
. a—+teg) — fla) .
15% ; = L(ex) + 1152%6(756].3),
on obtient of
— (a) =L )
5o-(a) = Lier)
Enfin

L(h) = L(h1€1 + h262 + ceey —f-h@n) = hlL(el) + th(BQ) —+ ...+ L(en)

0 0 0
= a—i(a)h1+a—£(a)hz+-.-+aﬂf;(a)hn-

Exemple
Soit f : R? — R, définie par

f(z,y) = 2x + 3y, alors pour a = (ay,a2) et h = (hy, ha),
on a

fla+h) = f(a) = flar + h1,a2 + ha) — f(a1,a2) = 2hy + 3hy = f(h).

Remarque
En général si f est une application linéaire, alors elle est différentiable en
tout point a € R" et, on a

L(h) = f(h), Yh € R



Théoréme 3

Soient f et g deuxr fonctions définies sur U dans R, différentiables au
point a € U. Alors les fonctions numériques f + g et Af sont différentiables
au point a € U et leurs différentielles au point a sont données par

L(f+g) = L(f)+g),
LAf) = AL(f)

La démonstration est laissée au lecteur.

Théoréme 4
Soit f une fonction définie sur R" dans R, définie par

f(z) =(a,z), Ya € R",

alors f est différentiable en a, de plus elle admet une dérivée f'(a,h)
suivant n’importe quel vecteur h,

L(h) = f(h) = (a,h) = f'(a, h)

Démonstration
’ t—0 t
» lim<a’ x +thy — (a,x)
B t—0 t
= 1ji%t <at’ ") = (a, h).

Théoréme 5

Soit U un ouvert de R™, et soit f une fonction définie sur U a valeurs
dans R. Si la fonction f admet des dérivées partielles par rapport a chacune
de ses variables et que ces dérivées sont continues au point a € U, alors f
est différentiable au point a.

Démonstration
Traitons le cas o n = 3, pour n un entier quelconque la démonstration
se fait d’une facon analogue.



Soient a = (ay, az,as) et h = (hq, hs, hs), il faut trouver une application
linéaire L définie de R? dans R, et une application ¢ de R? dans R telles que

fla+h)— f(a) = L(h)+ ||h]|e(h), avec }lbiir(l]s(h) =0.
Alors

fla+h)—f(a) = flag+ hi,a2 + he,a3 + h3) — f(ay, as,az)
= f(ay + h1,a9 + he,as + h3) — f(a; + hy, a2 + ho, a3) [1]
+f(a1 + hi,as + ho,a3) — f(ay + hy,as,a3) [2]
+f(a1 + h1,az2,a3) — f(a1,as,a3) [3].

D’aprés le théoréme des accroissements finis pour une fonction dérivable
g: R — R, il existe € R,

g(z 4+ h) —g(x) = hg'(z + 0h), avec 0 <0 < 1.

Appliquons le théoréme aux (3) différences, on obtient

0
[1] = hgaf (a1 + hl,CLQ + hQ,ag + 93h3), 0< 93 < 1.
T3
B Of
[2] = (a1+h1,a2+6’2h2,a3) 0<by <.
8I2
i
[3] = (a1+«91h1,a2,a3) O<¢91 < 1.
8231
D’ou
b Of
fla+h)—fla) = 8 ——(ay + h1,as + ho, as + O3hs)
T3
0 0
+h2 f (a1 + hl, ag + 92h2, ag) + hl—f<a1 + «91h1, as, ag)
8 ) 8131
Les fonctions étant continues au point a, alors,
T
of af
fla+h)—fla) = hi(5-(a1,a2,a3) +€1(h)) + ha( 5= (a1, a2, a3) + £2(h))
axl ax2
0
h (af (Cll, as, ag) + 53(h))
T3
avec, hlirglai(h) = 0,i=1,2,3.



Ce qui implique

19) 0 0
fath) - fla) = hla—jlm) T h2a—£(a) n hga—;m) T
ho hs

hy
Al (m&(h) + wé‘z(h) + mgs»(h))-

D’ou la différentiabilité de f au point a.

Remarque
Si une fonction f est différentiable au point a alors elle est continue en
ce point.

Fonctions de classe C*!

Soit f une fonction admet des dérivées partielles continues sur un ouvert
U de R", on dit qu’elle est contintiment différentiable sur U aussi, on dit
qu’elle est de classe C'sur U.

Gradient d’une fonction

Soit f une fonction définie et différentiable sur un ouvert U de R", le
gradient de la fonction f au point a € U que I'on note grad f(a) ou V f(a)
est le vecteur donné par

grad f() = V(@) = (51@). 51 ) o 5 ()

On obtient ainsi une application notée grad f de U dans R", comme suit

a— grad f(a) = V.

Remarque
Si les dérivées partielles d’une fonction f existent et sont continues sur
un ouvert U de R", alors f est différentiable sur U, et on a

f'(a,h) =V fh, aeclU heR"



Exercices

Exercice 1
Soit f une fonction définie sur R* — {(0,0)} a valeurs dans R.

1
(2* +y?) sin ——— i (z,y) # (0,0)
flz,y) = Va2 +y?
0 si () = (0,0)
Démontrer que

1. La fonction f admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R2.
2. Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

3. La fonction f est dérivable au point (0, 0).

Exercice 2
Soit f une fonction définie sur R? — {(0,0)} a valeurs dans R.

y3

flx,y) =4 22442 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Démontrer que
1. La fonction f admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R2
2. Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (0, 0).

3. La fonction f n’est pas dérivable au point (0, 0).

Exercice 3
Soit f une fonction définie sur R* — {(1,0)} a valeurs dans R.

(z—1)y* .
o) = Gty S W00

0 si (z,9) = (1,0)

Démontrer que



1. La fonction f admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R2
2. Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (1, 0).

3. La fonction f n’est pas dérivable au point (1,0).



Exercice 4
Soit f une fonction définie sur R* — {(2,3)} a valeurs dans R.

(x —
fr,y) = (Oar )2 + (y — 3)?

Démontrer que

1. La fonction f admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R2
2. Les dérivées partielles ne sont pas continues au point (2, 3).

3. La fonction f est-elle dérivable au point (2,3)?

Exercice 5
Soit f une fonction définie sur R?* — {(0,1)} a valeurs dans R.

v —(y—1)

f(x,y)z :L,Q_I_(y_l)g‘

Démontrer que

1. La fonction f est différentiable en tout point (z,y) € R* — {(0,1)}.

2. Que peut-on dire de dérivabilité de La fonction f au point (0,1) si on
prend f(0,1) =07

Exercice 6
Soit f une fonction définie sur R* — {(0,0)} a valeurs dans R.

22— o2
flay) =4 Wy, o (z,y) # (0,0)
0 si (v,y) = (0,0)

Calculer les dérivées suivantes

2

1. La dérivée seconde (0,0) de la fonction f au point (0,0).

0xdy



2

2. La dérivée seconde %(O, 0) de la fonction f au point (0,0).
)

f o Of

oxdy  Oyox

3. Les dérivées secondes de la fonction f sont-elles contin-

ues au point (0,0).

10



Solution des exercices

Solution de 1’exercice 1
La fonction f(z,y) admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R? —

{(0,0)},

of . 1 x 1
—(x,y) = Z2xsin — cos .
8:1:( ) /22 + 2 /22 + 42 /32§ 2
Gf( ) o0 si 1 Yy 1
—(z,y) = 2ysin — oS .
dy /22 + 12 /22 + 32 /22 1 42

Les dérivées partielles au point (0,0) sont données par,

90.0) = 1l @&0=S00 it _o
3.r z—0 T z—0 A /LU2
— 1
90.0) = 1mlQW=SO0 _\en—t —o
ay y—0 Y y—0 /y2
Les dérivées partielles ne sont pas continues car
. Of(z,y) , Of - Of(x,y) , Of
lim —(0,0) et lim —(0,0
(@y)—(0,0) O 7 8ﬂc< ) (@y)—(00) Oy 4 83/( )

Il est a remarquer que la fonction f est dérivable

f(a:,y)—f(o,())_<g_£ 21 )(x)
=0

Y

lim

(z,y)—(0,0) vz +y?

Solution de ’exercice 2
La fonction f(z,y) admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R? —

{(0,0)},

11



of —2xy3

%(l’,y) = (1'2—{—@/2)2‘
af 3a2y? +yt
™Y T @

Les dérivées partielles au point (0,0) sont données par,

90.0) = &0 =100 _, 0=0_,
ox z—0 x =0
9 0,0) = 1m0V SO0 ;9 _,
ay y—0 Yy y—»Oy
Les dérivées partielles ne sont pas continues car
of(z,y) , 0f of(z,y) , of
—(0,0) et im —(0,0
(z,y)—(0,0) Ox 7 8x< ) (z,9)—(0,00 Oy 7 8y( )

I1 est & remarquer que la fonction f n’est pas dérivable au point (0,0),

. fla,y) — (0,00~ (0 1) ( ‘;)

(z,y)—(0,0) Va2 +y?

Solution de I’exercice 3
La fonction f(z,y) admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R* —

{(1,0)},

£0

of oy — —2(z — 1)%2 +y*
9z ) (zr— 12+ 422
of B 2y(z —1)3

w ™Y T oDt e

Les dérivées partielles au point (0,0) sont données par,

83:(0’0) N olclg% x—1 _alcliqx—l_o'
9 0,0) = BV —JLO 4,070
ay y—0 Yy y—0 Yy

12



Les dérivées partielles ne sont pas continues car

of(x,y) , Of . of(z,y)
-1 t 1
(zy)—(10) Ox 8x< ,0) e (o) (10) dy

of
dy

+

# 5-(1,0)

I1 est & remarquer que la fonction f n’est pas dérivable au point (1,0),

fe = s = (0 0) (“1)
lim
(2.9)—(10) @—1)2+4°

£0

Solution de I’exercice 4
La fonction f(z,y) admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R? —

{(2,3)},

%(x y) = (x —2)* +3(x —2)%(y — 3)2 +2(x — 2)(y — 3)®
Oz ((z =22+ (y - 3)*)? '
O () = —(y—3)° = 3(z —2)*(y — 3)* — 2(y — 3)(z — 2)°
gy ((z =2+ (y — 3)?)° '

Les dérivées partielles au point (2, 3) sont données par,

— f(2 -2

03 = @I =S8 222

ox T—2 r—2 z—2x — 2

8y<’ ) yos y—3 s y—3

Les dérivées partielles ne sont pas continues car
of(z,y) , Of . Of(zy) , Of

lim —># —(0,0)et lim ———==# —(0,0

(@y)—(00) Oz ? 8ﬂc< ) (@y)—(00 Oy 7 83/( )

Il est & remarquer que la fonction f n’est pas dérivable au point (2, 3),

flay) = f23) - (1 1 )(§:§>

lim

0
(z.9)—(2,3) V(T —2)2+ (y—3)2 #

13



Solution de ’exercice 5
La fonction f(z,y) admet des dérivées partielles pour tout (z,y) € R? —

{(0,1)},

of . _ dx(y —1)2
5z "V = @y =
af . —4(y — 1)z?
T

Les dérivées partielles sont continues en tout point du domaine de défini-
tion, ce qui implique que la fonction f est différentiable avec
of of
df = —(x,y)dx + =—(x,y)d
f =55 (@v) 8y( y)dy
Si au point (0,1) € R?, on prend la valeur f(0, 1) = 0, la fonction ne serait
pas dérivable car elle n’est pas continue en ce point.

Solution de ’exercice 6

0*f O f
la fi i
920y g0 (0,0) deaa onction
f

0
f au point (0,0), il faut connaitre les dérivées partielles —f(x, Y), 8—(x, y) et

dy

Pour calculer les dérivées secondes

(0,0) et

of of
%(07 0)7 a_y(oa 0)
: a0~ 20,0
oJ 0,0) = lim2Y dy
Oxdy " 20 x
0 0
: 0.9~ 0.0
IT (0,00 = 1im?” %
Oyoxr "’ y—0 y '
Alors, on a dérivées partielles g—x(x, y) et g—]yc(x, ),
g(x ) - —® + 2ty + 4a2y3
oz Y = (22 +y?)?
a—f(;c - 25 — yrr — dy2a®
ay T Ty

14



0 0
Aussi les dérivées partielles —f(O, 0) et —f(O, 0),

ox Jy
90.0) = @0 =/00 _, 0 _,
ox z—0 T =0
9 0,0y = 1@V =JOO0 1 0_,
ay y—0 Yy y—>0y

Les dérivées partielles sont continues car
0f(r,y) _ 0f

of(x,y) Of .
im = —(0,0) et lim —(0,0).
(zy)—(0,0) Oz Gw( ) (z4)—(0,0) Oy 31/( )

Les dérivées secondes sont continues car elles sont égales.

FI 0.0y = 2T
oxdy 7 Oyox

(0,0) =0
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