§3. Equations aux différentielles totales
et
facteur Intégrant

Equations aux différentielles totales
On appelle équation aux différentielles totales toute équation de la forme

M(t,z)dt + N(t,z)dz =0, (1)
vérifiant les conditions suivantes

1. Les fonctions M (t,x) et N(¢,x) sont continues

2. Les fonctions M(t,z) et N(t,z) sont dérivables et vérifient la relation
suivante

OM (t,x) _ ON(t, x)

(2)

oz ot
OM(t, ON(t, i
Les dérivées partielles 5? 2) et ét z) étant continues dans un
x

certain domaine, cela implique que le premier membre de I’équation (1) est

une différentielle totale d’une certaine fonction F(t,z).
Pour résoudre ’équation différentielle (1), il faut trouver une fonction
F(t,z) telle que sa différentielle totale
OF (t,x)

F
aF(t,z) = L) 4y OF D)

ot P (3)

soit égale au premier membre de 'équation (1). Alors la solution générale
de I’équation différentielle (1) s’écrit aussitot

F(t,z)=C, (4)
ou C € R est une constante arbitraire.

Exemple 1
Résoudre I’équation différentielle suivante

2txdt + (t2 - a:2) dz = 0. (5)

Solution
Veérifions si I'équation différentielle (5) est une différentielle totale



M(t,z) = 2tz, N(t,z)=1t>— 22
ces deux fonctions sont continues, avec la relation

OM(t,z) ON(t,z)

on remarque que le premier membre de I’équation différentielle (5) est une
différentielle totale d’une certaine fonction F'(¢,x).

Cherchons la fonction F(¢,2) comme suit.

Mettons les conditions suivantes

OF(t,x)

ou encore aF(t )
y L 2 2
e =)
pe x (7)

Intégrons ’équation différentielle (6) par rapport a ¢ en considérant la
variable x comme constante, alors la constante d’intégration est une fonction
inconnue de la variable x. Soit p(x) cette fonction, alors

Fltz) = / Stadt + o) = £ + o(x). (8)

Portons 'expression (8) de la fonction F(¢,x) dans 'équation différen-
tielle (7) afin de déterminer la fonction ¢(z), il vient

8%6 (t2:r + p(z)) = t2 — 22,

ou encore
2+ ¢/ (z) = * — 22,

apres simplification, on obtient

Sol(x) = _mQ’

ce qui donne apres intégration la fonction ¢(x)

1
o(z) = —gm?’ +C.

Finalement, on obtient la fonction cherchée F'(t, )

1
F(t,z) = t*z — §x3 +C,



ou encore la solution générale de 1’équation différentielle (5)

Remarque 1

Pour la résolution de ’équation différentielle (5), on peut aussi inté-
grer I’équation différentielle (7) par rapport & = en considérant la variable ¢
comme constante, alors la constante d’intégration est une fonction inconnue
de la variable t.

Remarque 2

Dans certaines équations différentielles, il est possible de mettre en év-
idence les différentielles totales en appliquant des formules connues, telles
que

B xdt — tdx

dx
5 d(Inz)=—, . etc

X

d(tz) = xzdt + tdx, d (;)

x

Exemple 2
Reésoudre 'équation différentielle (3)

2txdt + (t2 — x2) dzr = 0.

Solution
Réécrivons 1'équation différentielle (3) sous une forme décomposée

otxdt + t?dr — x2dx = 0. (9)

D’ou, il est évident de trouver les fonctions aux différentielles totales
correspondantes

1
otxdt + t2dx = d(t?z) et 2’dr=d (3363) . (10)

Remplagons les expressions (10) dans 1’équation différentielle (9), on ob-

tient )
d (tzx) —d (33:3) =0,

1
d <t2x - 3x3> =0,

ce qui donne la solution générale de I’équation différentielle (3)

ou encore

1
2z — 2% = C.
X 3IE



Facteur intégrant

On appelle facteur intégrant toute fonction non nulle u(t,z) # 0 telle
que, si 'on multiplie le premier membre de 1’équation différentielle (1) par
la fonction u(t,z) I’équation différentielle (1) devient une équation aux dif-
férentielles totales.

Remarque 3

Si les fonctions M (t, z) et N (¢, z) possédent des dérivées partielles contin-
ues ne s’annulent pas simultanément, alors le facteur intégrant u(t, x) existe
toujours. Cependant, il n’y a pas de méthode générale pour le déterminer.

Remarque 4

Il existe plusieurs facteurs intégrants pour une seule équation différen-
tielle. Autrement dit, le facteur intégrant (¢, ) d’une équation différentielle
n’est pas unique.

Recherche du facteur intégrant
Soit p(t,z) un facteur intégrant de 1’équation différentielle (1) alors, on

p(t, )M (t, z)dt + p(t, ) N(t, z)dz = 0, (11)
avec la condition suivante

O (u(t,2)M(t,z)) _ O(ult,z)N(¢ 2))

ox ot

D’ou il vient

OM | ,Ou _ ON . Ou
Fow TMae =F e TN
Oou encore aM aN a 8
oM OV _ OB OR
a < dr ot ) Nor — Moy (12)

Notons que dans le cas général, il est plus difficile de déterminer la fonc-
tion p(t, ) dans (12) que d’intégrer 1’équation différentielle (1). C’est seule-
ment dans des cas particuliers que l'on arrive a déterminer la fonction u(t, ).

Supposons que l'équation différentielle (1) admette le facteur intégrant
p(t, x) dépendant de la fonction w(t,x) de t et de z alors, on peut réécrire
I’équation (12) sous la forme suivante

M(@M 8N> N@u@w M@,u@fw

Ox ot

T dw ot Ow Ox’



d’ou il vient

oM ONY\  Ou ow ow
M(é)x_(‘)t)_ﬁw<Nat_M8x)' (13)

Mettons I'expression (13) sous la forme d’une équation différentielle a
variables séparables

dp
% - l“vb(w)a
ou encore sous la forme d’une équation différentielle & variables séparées
d
L = pw)dw,
1

dont la solution u(t,z) est donnée par

w(t,z) = Cel P on pose C = 1.

Il est & remarquer que la relation (13) nous donne la forme explicite de
la fonction ¥ (w)

oM _oN
Y(w) = goxJ agw'
N— - M—

ot ox

En particulier, si le facteur intégrant de 1’équation différentielle (1) dépend
uniquement de la variable ¢, c’est a dire w(t, ) = 1(t) alors, on écrit

oM  ON

Plw) = 020t

ce qui implique
n(t,z) = el vOI

En outre, si le facteur intégrant de I’équation différentielle (1) dépend
uniquement de la variable z, c’est a dire w(t,z) = ¥(z) alors, on écrit

oM ON

Y(w) = 020t

ce qui implique
p(t, ) = eJ Y(@)da

Remarque 5



Il est & noter qu’il existe d’autres méthodes pour trouver le facteur inté-
grant u(t, z) de I'équation différentielle (1).

Exemple 3
Résoudre I’équation différentielle suivante

(1—t*2)dt +t* (x — t)dz = 0. (14)

Solution
Soient les fonctions M (¢, x) et N(t,x) telles que

M(t,z) =1—t*z et N(t,z)=t*(z —t),

la dérivée de M (t,x) par rapport & z et la dérivée de N(¢,z) par rapport
a t nous donnent

D’otu, on a
oM  ON
P o (15)

I1 en résulte que le premier membre de 1’équation différentielle (14) n’est
pas une différentielle totale. Cherchons le facteur intégrant u(t, x) dépendant
seulement de la variable ¢, alors

oM  ON

I/J(W) A oz ~ ot

—t2 — 2tx + 3t2
t2(x —t)
2

= —Z=v0).

D’ou le facteur intégrant pu(t,z) est donné par

pltw) = e VO



Apres la multiplication de tous les termes de 1’équation différentielle (14)

par le facteur intégrant u(t,z) = on obtient une nouvelle équation au

tiga
différentielles totales
1
<t2—1:> dt + (x —t)dz =0, (16)
il est clair que 'on ait
oM _oN _
or ot

La résolution de I’équation différentielle (16) nous donne la solution suiv-
ante

1 1
—Z—tx+§x2:C.

Remarquons que la multiplication de I’équation différentielle (14) par le

facteur intégrant p(t,z) = nous fait perdre la solution ¢ = 0, d’ou la

t2
solution générale de I’équation différentielle (14)

1 1
—E—tm‘+§x2:C’; t=0.

Exemple 4
Résoudre I’équation différentielle suivante

(z + tz®)dt — tdz = 0. (17)

Solution
Soient les fonctions M (¢, x) et N(t,x) telles que

M(t,z) =2z +tz? et N(t,z) = —t,

la dérivée de M (t,x) par rapport & z et la dérivée de N(¢,z) par rapport
a t nous donnent

oM ON
D’ot, on a
oM | ON
—_—F —. 1
ox ot (18)

Il en résulte que premier membre de I’équation différentielle (17) n’est
pas une différentielle totale. Cherchons le facteur intégrant p(¢, ) dépendant



seulement de la variable x, alors

oM ON

w(w) _ 8x_M8t

1+2tz+1
— (@ + ta?)

2
= ——= P(x).
D’ou le facteur intégrant p(t, =) est donné par
wtz) = o v@a
_ R

= e xT

Apres la multiplication de tous les termes de 1’équation différentielle (17)

par le facteur intégrant u(t,z) = on obtient une nouvelle équation au

x2’

1 t

différentielles totales

il est clair que 'on ait
oM  ON 1

or ot a?
La résolution de I’équation différentielle (19) nous donne la solution suiv-

ante .
t t
—+—=—=C.
x+ 2

Remarquons que la multiplication de I’équation différentielle (17) par le

2
solution générale de I’équation différentielle (17)

1
facteur intégrant u(t,z) = — nous fait perdre la solution =z = 0, d’ou la
x

t 2
—4+—==C; x=0.
T 2

Exemple 5
Résoudre I’équation différentielle suivante

<\/t2 . 2t> dt — dz = 0. (20)

8



Solution
Soient les fonctions M (¢, x) et N(t,x) telles que

M(t,z) =Vt2—x+2t et N(t,z)=—1,

la dérivée de M (t,x) par rapport & x et la dérivée de N(¢,z) par rapport
a t nous donnent

oM -1 ON
I = W et ot =0.
D’o1u, on a
oM  ON
Bx T ot

Il en résulte que premier membre de I’équation différentielle (20) n’est pas
une différentielle totale. Cherchons le facteur intégrant u(¢, z) dépendant de
la fonction w(t, ) = t2 — z, c’est a dire p = p(w), alors

oM _oN
pw) = gi 6taw’
N— — M—
ot ox

-1

2Vt — x
ot 4 (\/t2 “ I+ 2t>

. 1

22 —x)’
1

= 5= Y(w).

D’ou le facteur intégrant p(t,x) = p(w) est donné par

plw) = ol vl
= [ fidw
— ¢ 2 Inw
_ L
= =

ou encore
(t2) = ——
KT, o



Apres la multiplication de tous les termes de 1’équation différentielle (20)

1
Vit —z

par le facteur intégrant p(t,x) = , on obtient une nouvelle équation

au différentielles totales

2t 1
1+ —2 Vdt— ——dz =0, 21
( 12 x> 2 —x (21)

il est clair que 'on ait
oM _ON __ t
ox ot (t2 N .%')3

La résolution de ’équation différentielle (21) nous donne la solution suiv-

ante
t+2vVt2—z=C.

Remarquons que la multiplication de I’équation différentielle (20) par le

1
V2 —z

la solution générale de I’équation différentielle (20)

t+2V/t2—z=C; x=1t>.

facteur intégrant u(t,z) = nous fait perdre la solution z = ¢2, d’ou

Meéthode de décomposition
Supposons que I'on peut décomposer I’équation différentielle (1) sous la
forme

[Mi(t, z)dt + N1(t,x)dz] + [Ma(t, z)dt + Na(t, x)dx] = 0, (22)

avec pq(t,x) le facteur intégrant de la premiére expression de ’équation
différentielle (22)

M (t,z)dt + Ni(t,z)dx,

et uy(t, z) le facteur intégrant de la deuxiéme expression de I’équation dif-
férentielle (22)

My(t, z)dt + Na(t, x)dz,

de sorte que 'on ait les deux relations suivantes

wy (Mi(t,z)dt + N1(t, xz)dx) = dFi(t,x),

10



et aussi
o (Ma(t, x)dt + No(t, z)dx) = dFs(t, x).

L’équation différentielle (22) se réécrit donc sous la forme

dF, dF
—1 4+ =20 (23)
H Ho

Cherchons le facteur intégrant u(t, x) de I’équation différentielle (23) tel

que
dF dF:
it MJ

251 Ha

cela revient a trouver des fonctions ¢(F1) et 1(Fy), telles que

=0,

o(F1)dF 4 Y(Fp)dFy = 0,

il est clair que les fonctions ¢(Fy) et ¢ (F») vérifient les conditions suivantes

o(F1) = i et P(F2) = p

D’ou, on tire le facteur intégrant u(t,z) de ’équation différentielle (22)
défini comme suit

u(t ) = pe(Fr) = pep(Fo).

Finalement, il est aisé d’écrire la solution générale I’équation différentielle
(22) sous la forme

/so(Fl)dFl + /1/1(F2)dF2 =C.

Exemple 6
Résoudre I’équation différentielle suivante

T g Y g —
(t+3t)dt+<1+x>da¢_0. (24)

Solution
Décomposons 1'équation différentielle (24) sous la forme

t3
(Edt + d:c) + <3t2dt + dx> —0,
t T

11



on remarque que la fonction p;(¢t,z) = t est un facteur intégrant de la
premiére expression de I’équation différentielle (24)

Tt + da,
t
de sorte que l'on ait
t (%dt + d:c) = adt + tdz = d (xt),
ce qui donne la fonction cherchée Fj(t,x)
Fi(t,x) = tz.

Aussi, on voit que la fonction ps(t, ) = x est un facteur intégrant de la
deuxieéme expression de 1'équation différentielle (24)

t3
3t2dt + —dx,
&
de sorte que l'on ait
3
x <3t2dt + d:r> = 3xt?dt + t*dx = d (t*z)
/3
ce qui donne la fonction cherchée Fy(t, )

Fy(t,z) = t3z.

Le facteur intégrant p(t,z) de ’équation différentielle (24) doit vérifier
la condition (23). D’ot, on trouve

w(t, ) = tp(te) = zp(t3x).
Donnons aux fonctions ¢ et i les formes suivantes
p(F)=F* et (F)=F;
on obtient les égalités voulues
t(tx)? = z(xtd) = t322,
qui ne peut étre que le facteur intégrant p(¢,x) de 1’équation différentielle

(24)
w(t, x) = t322.

12



Aprés la multiplication de tous les termes de I’équation différentielle
(24) par le facteur intégrant p(t,x), on obtient une nouvelle équation au

différentielles totales

t3
1342 (% + 3t2) dt + 1322 <1 n ) da = 0,
xr

(t2:r3 + 3755:172) dt + (t3fc2 + tﬁx) dx =0,
(t2m3dt + t3m2d:€) + (3t5m2dt + t%dm) =0,

323 642
d<:3>+d<:2>_0

323 642
d{ — +— | =0.
(5 +5) -

D’ou la solution générale de I’équation différentielle (24)

323 62

5 T ¢

Remarque 5
Si dans I’équation différentielle (1), on trouve une fonction (¢, z) dont la

différentielle est totale, alors I’équation différentielle (1) est parfois simplifiée
lorsque, on passe des variables (t,x) aux variables (¢,y) ou (z,y) avec y =

o(t, ).

Exemple 7
Résoudre 1’équation différentielle suivante

zdt — (Pz +t) dz = 0. (25)

Solution
Groupons les termes qui représentent une différentielle totale, alors

zdt — tde = —t2d (%) :

ou encore

—t2d <§> — 3xdr =0,
la division de I'équation différentielle (25) par —t? nous donne

d (%) + tadz = 0.

13



Posons le changement de variables suivant
x ) x
ych(t,m):; aussi, on a t = —,

on obtient une équation différentielle & variables séparables

2
dy + T e = 0,
Yy

ou encore une équation différentielle & variables séparées simple & résoudre.

ydy = —22dzx.

Exemple 8
Résoudre I’équation différentielle suivante

(ta + 334) dt + (t2 - t:n?’) elzpi= (). (26)

Solution
Groupons les termes qui représentent les différentielles totales, alors

t (xdt + tdx) + 2> (zdt — tdz) = 0,
t
td (tz) + 2°d () =0,

x

amy+fﬁ(t):a

X

Substituons les changements de variables suivants

t : 2_ Y
y=1tx et z= —, aussl, on a r° = =,
T z

on obtient alors une équation & variables séparables
2
Yy _
dy + ;dz =0,

ou encore une équation & variables séparées simple & résoudre.

dy  dz
¥

Remarque 6

14



Si I’équation différentielle (1) est homogene de degré n, alors elle admet
la fonction

(t,2) !
) =——
HAL Mt+ Nz’

comme facteur intégrant avec la condition Mt + Nz # 0.

Exemple 9
Résoudre I’équation différentielle suivante

(t* + 2°) dt — ta’dx = 0. (27)

Solution
L’équation différentielle (27) est homogene de degré 3, avec la condition
Mt+ Nx #0

Mt+ Nz =t (8 +2%) + z (~t2?) = ¢*.
D’ou le facteur intégrant p (¢, x) est donné par

1 1

ta)=—— = —.
pt ) Mt+ Nz t4

Remarque 7
Si I’équation différentielle (1) s’écrit sous la forme

xfi(zt)dt + tfo(xt)dx = 0,

alors elle admet la fonction

() p—
)= ——
% Mt— Nz’

comme facteur intégrant avec la condition Mt — Nz # 0.

Exemple 10
Résoudre I’équation différentielle suivante

(z +2%) dt + (t — 2°t%) da = 0. (28)

Solution
L’équation différentielle (28) peut s’écrire sous la forme

zfi(xt)dt + t fa(xt)dx = 0,

15



c’est & dire
(14 at)dt+t(1 fx2t2) dx = 0.

ou fi(zt) =1+t et fo(wt) = 1 — (xt)? avec la condition Mt — Nz # 0
Mt — Nz =t (z+2°) —a (t — 2°°) = 2°6° + 2%

D’ou le facteur intégrant pu(t,z) est donné par

t.2) 1 1
T) = = .
S Mt— Nz 2363 1 222

16



§3. Exercices sur les équations aux
différentielles totales et Facteur intégrant

Trouver les facteurs intégrants et résoudre les équations différentielles
suivantes

1) Adtzdt + (2t2 — 2z)dz = 0.
-r 1
2) (t—2+¥)dt—|—(¥—|—lnt)dm:0.
3) e Pdt — 2z +te *)dx = 0.
4)  2%(2t — t2x)dt + t?(2z — tz?)dx = 0.
5) (z +x%cost)dt + (t + 2z sint)dr = 0.

6) (2+2%)dt + twdr = 0.

2
7) (% — 3)dt +dw = 0.

8) (z+Int)dt —tdx = 0.

3 1
2 1)dt — —ydr =0,
9) (5 —1)dt— —dz=0

10) (_3s1nx —t)dt + coszdx = 0.
1 1
1) Sdt+ 4+ 25z —o.
T

12) (14 xcost)dt + (% + 3sint)dz = 0.

13 zdt + (22 —t — 1)dx = 0.

14) (263 + 222t + 2x)dt + (20342 + 422t + 22t + xt* + 2t)dx = 0.
15)  —at3dt + (x* + t4)dz = 0.

16) (22t + z)dt + tdx = 0.

17)  (2z — 223t?)dt + (23 + 2t)dz = 0.

17



18)  (w + 2tx? — x*3)dt + (20t + t)dz = 0.
19) (x4 2% +3)dt + (23 + 2t? — t)dz = 0.

20 (2% —tx —t?)dt + t?dx = 0.

18



§3. Réponses des équations aux
différentielles totales et Facteur intégrant

22 — 22 =C.
%+xlnt: C
te™® — 2 =C.

1
t?a? — —t*23 = C.
T3
wt+ 22sint = C.
262 + 222 = C;  p(t,x) =t.
o2 -3 =C;  u(tz) =12

1
x+Int+1=Ct; u(t,x):t—z.
3
— - ==, ) = &
ety LR LR

1
sinz +t2=Ct%;  u(t,z) = 3

222 +xlnt = C; pu(t,z) = .
22t +23sint = C;  p(t,z) = 22
1
z24+t+1=_Cu; ,u(t,:c):ﬁ
(22262 + 4zt + tHe™ = C;  p(t,x) = ™.

1
4ztlnz —t* = Cxt;  p(t,z) = —.

5
1 1
It — — =C; plt,z) = ——.
nft] - wtz) = 5
2 = 1
x = Ctiea??; pu(t,x) = 373

19



1 1
18) —Inftl= 5 — 555 =0 nlha) = g
" 1
19 > +t* + 2arctan — = C; he)=oip
) 22+ arctan — ;o () 2 + {2
) /,L(,"I?) th_t3

x4+t

20
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