4. Différentiabilité des fonctions sur r~

Différentiabilité d’une fonction
Soit U un ouvert de R™ et soit f une application définie sur U a valeurs
dans R™

f: U—-R"™

On dit que f est différentiable en un point a € U ¢’il existe une application
linéaire notée L définie dans R™ & valeurs dans R™

L: R* — R™
h+— L(h),

et une application notée ¢ définie dans R" & valeurs dans R™

€ R* — R™
h— e(h),

telles que les conditions suivantes sont satisfaites

L. fla+h)— fla) = L(h) + [|h] e(h)

2. Ilzli%g(h) = 0.

L’application linéaire L est dite différentielle de f au point a € U.

Théoréme 1

Soit [ une fonction définie sur un ouvert U T R™ 4 wvaleurs dans R™,
la fonction f est dite différentiable au point a € U si et seulement si les
fonctions coordonnées f1, fo, ..., fm le sont en ce point et, on a

L(h) = (L1(h), La(h), ..., Lpy(R))T ot b = (hy, hy, ..., hy) € R™

Démonstration
Voir les cours d’analyse



Remarque
Si la fonction f est différentiable au point a de U dans R™, alors

L(h) = Vfi(a).h, avec h = (hy ha,...,h,) € R,

d’ou la relation suivante

0fi df1
V fi(a)-h 9@ o @) g
. . ) : . .
V fla) b Uiy ... h
Ers) oz, (@)

df; ; .
La matrice & m lignes et n colonnes (8—(a)) i=1,...metj=1,...,n
Lj

s’appelle la matrice Jacobienne de la fonction f au point a et, on I’a note

Ja(f)'

Exemple
soit f : R3 — R? définie par

f(x7y’ Z) — (flan) = (aj + €Z>Sin($y))>
alors, on a

fl : R3_>Ra fl(x,y,z):x—{—ez
f2 : R3_>R7 f2<$7y,2>28i11(3’}y)7

les dérivées partielles au point (x,y, z) sont

8f1 afl afl

_— = 1 _— = N _— = Z

83: (xayvz) ) ay (xaya Z) 07 82 (xayvz) €

0f2 v ~0f _ _ 0fs B
8.1' ('Ta Y, Z) - yCOS(Z’y), ay (l‘,y, Z) - QZCOS(l'y), 82 (.T, Y, Z) - O

La matrice Jacobienne de la fonction f au point (x,y, z) est donnée par

I0= (' yeoser) reosen) 0 )
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Si on prend le point a = (0,1,1) et h = (hq, ho, h3),alors
e ) " ( iy + chs )
0 ha | = h
hs !
Théoréme 2

Soit f une fonction définie sur un ouwvert U T R™ a wvaleurs dans R™,
et g une fonction définie sur un ouwvert V.C R™ a wvaleurs dans RP, avec
f(U) C V. Supposons que f différentiable au point a € U et que g est
différentiable au point f(a) € V. Alors la fonction go f est différentiable au
point a € U et on a

10
10

un =

L(go f) = L(g).L(f)

Démonstration
La preuve est laissée au lecteur

Application
Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans R™, différentiable au
point ¢y € R, alors

l— f(t) = (fl(t)7 ey fm(t))
et
f'(to) hf'(to)
Lg(h) = h : = :
fm(to) hf(to)
Soit g une fonction définie sur R™ a valeurs dans R, différentiable au
point f(ty) € R™, alors

et



St
Lgof) = o)L= ( g2 - %(f@o))( z )

[ (to)
dg / Jg /
= (FEUUDA) + ot 5 () fol0))
Généralement,
, dg , dg '
g (fr(t), ... fm(t)) = a_m<f(to))f1(to) + i E(f(to))fm@o)-



Exercices

Exercicel
Soit ¢ une fonction définie sur R? & valeurs dans R? par

9(z,y) = (z +y,z —y),
et f une fonction définie sur R? & valeurs dans R par
f(u,v) = sin(u?® — v?).
Calculer les matrices suivantes
1. La matrice Jacobienne J(g) au point (a,b).

2. La matrice Jacobienne J(f) au point (c, d).

3. La matrice Jacobienne J(f o g) au point (z,y).

Exercice2
Soit ¢ une fonction définie sur R? & valeurs dans R? par

9(z.y,2) = (z +y*, 2yz2),
et f une fonction définie sur R? & valeurs dans R? par
fu,v) = (u* + v, uv, expv).
Calculer les matrices suivantes
1. La matrice Jacobienne J(g) au point (x,y, z).

2. La matrice Jacobienne J(f) au point (u,v).

3. La matrice Jacobienne J(f o g) au point (z,y, 2).



Exercice3
Soit ¢ une fonction définie sur R? & valeurs dans R3 par

g(x,y) = (cosz + siny, —sinx 4 cos y, 2 sin x cos y,
et f une fonction définie sur R3 & valeurs dans R par
flu,v,w) = u? + 0> +w.
Calculer les matrices suivantes

1. La matrice Jacobienne J(g) au point (x,y).
2. La matrice Jacobienne J(f) au point (u,v,w).

3. La matrice Jacobienne J(f o g) au point (z,y).



Solutions des exercices

Exercicel
La matrice Jacobienne J(g) au point (a, b) de la fonction g(z,y) = (g1(z,v), g2(z,y))

est donnée par
991 Og1
B By 1 1
Joza 0
J(g)wb):(@ 6_%):<1 —1>
ox dy

La matrice Jacobienne J(f) au point (¢, d) de la fonction f(u,v) est don-
née par

J(Neay = (9 2 ) =(2ucos(u? —v?) —2vcos(u? —v?) )

= ( 2ccos(? —d*) —2dcos(c® —d?) )

La matrice Jacobienne composée J(f o g) de la fonction (f o g)(z,y) =
sin((z + y)? — (z — y)?) = sin4zy au point (z,y) est donnée par

O(fo A(fo
J(fog) iy = ( % (g—y” ) = ( dycos(4zy) 4z cos(4zy) ).
Aussi cette matrice peut étre calculée par la relation

J(fo 9wy = J(Ngay (9w
= (2(z+y)cos(dzy) —2(z — y) cos(4zy) ) ( 1 _11 )

= (4dycos(4zy) 4z cos(4zy) )

Exercice2
La matrice Jacobienne J(g) au point (x,y, z) de la fonction g(x,y, z) =
(gl (ZL’, Y, Z>7 92(1‘7 Y, Z)) est donnée par

991 991 Og1

La matrice Jacobienne J(f) au point (u,v) de la fonction f(u,v) =
(fl(uvv)a fg(u,U),fg(U,U)) est donnée par

Ofi 9f1 owu 1
8 &)
JNea=11 %2 2 | =| v wu
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La matrice Jacobienne composée J(f o g) de la fonction (f o g)(x,y) au
point (x,y) est donnée par

9(fog)1  A(fog)r  A(fogh

9 ox 9 Oy 8 0z
J(fog)wy = | 2z 2o Aok
O(fog)s  O(fog)s  O(fo9)s

Oz Oy 0z

Aussi cette matrice peut étre calculée par la relation

J(fo g)(w,y) = J(f)g(xvy)'J(g)(%y)
2 +y?*) 1

= TYZ T+ y? < 12y 0 )
0 e yz T2 TY
2% +2x +ay day + 4y + a2 xy

= 2ryz + 132 3ry’z + 222 2%y + xy’
yz exp(zyz) xzexp(ryz)  xyexp(ryz)

Exercice3

La matrice Jacobienne J(g) au point (x,y) de la fonction g(x,y) =
(.gl (I’, y)v g2 (I’, y)v gs (I’, y)) est donnée par

dg1  9q1 .

aa_x aa_y —sinx cosy
Hum=| 82 % | = sz —siny

993 0Ogs 2cosxcosy —2sinzsin

ox oy Yy Yy

La matrice Jacobienne J(f) au point (u,v,w) de la fonction f(u,v,w)
est donnée par

T(eay=(5L & 2L)=(2u 20 1)

La matrice Jacobienne composée J(f o g) de la fonction (f o g)(x,y) au
point (z,y) est donnée par

J(fog)my = ( % %;g) ) = ( —2sinzsiny 2cosxcosy ) .
Aussi cette matrice peut étre calculée par la relation

J(foDeww = J(Howw) (9@

—sinx cos Yy
= ( 2(cosz +siny) 2(—sinz+cosy) 1) —CcoS T —siny
2cosxcosy —2sinzsiny
= (—2sinxsiny ZCosxcosy).
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