
 

 

 

 
§4. Di¤érentiabilité des fonctions sur Rn

Di¤érentiabilité d�une fonction
Soit U un ouvert de Rn et soit f une application dé�nie sur U à valeurs

dans Rm

f : U ! Rm

On dit que f est di¤érentiable en un point a 2 U s�il existe une application
linéaire notée L dé�nie dans Rn à valeurs dans Rm

L : Rn ! Rm

h 7! L(h);

et une application notée " dé�nie dans Rn à valeurs dans Rm

" : Rn ! Rm

h 7! "(h);

telles que les conditions suivantes sont satisfaites

1. f(a+ h)� f(a) = L(h) + khk "(h)

2. lim
h!0
"(h) = 0:

L�application linéaire L est dite di¤érentielle de f au point a 2 U:

Théorème 1
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U v Rn à valeurs dans Rm;

la fonction f est dite di¤érentiable au point a 2 U si et seulement si les
fonctions coordonnées f1; f2; :::; fm le sont en ce point et, on a

L(h) = (L1(h); L2(h); :::; Lm(h))
T où h = (h1; h2; :::; hn) 2 Rn:

Démonstration
Voir les cours d�analyse
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Remarque
Si la fonction f est di¤érentiable au point a de U dans Rm; alors

Li(h) = rfi(a):h; avec h = (h1;h2; :::; hn) 2 Rn;

d�où la relation suivante

L(h) =

0BBB@
rf1(a):h

...

...
rfm(a):h

1CCCA =

0BBBBBBB@

@f1
@x1

(a) � � � � � � @f1
@xn

(a)

...
...

...
...

...
...

...
...

@fm
@x1

(a) � � � � � � @fm
@xn

(a)

1CCCCCCCA

0BBB@
h1
...
...
hn

1CCCA

La matrice à m lignes et n colonnes
�
@fi
@xj

(a)

�
; i = 1; :::;m et j = 1; :::; n

s�appelle la matrice Jacobienne de la fonction f au point a et, on l�a note
Ja(f):

Exemple
soit f : R3 ! R2 dé�nie par

f(x; y; z) == (f1; f2) = (x+ e
z; sin(xy));

alors, on a

f1 : R3 ! R; f1(x; y; z) = x+ e
z

f2 : R3 ! R; f2(x; y; z) = sin(xy);

les dérivées partielles au point (x; y; z) sont

@f1
@x
(x; y; z) = 1;

@f1
@y
(x; y; z) = 0;

@f1
@z
(x; y; z) = ez

@f2
@x
(x; y; z) = y cos(xy);

@f2
@y
(x; y; z) = x cos(xy);

@f2
@z
(x; y; z) = 0:

La matrice Jacobienne de la fonction f au point (x; y; z) est donnée par

J(f) =

�
1 0 ez

y cos(xy) x cos(xy) 0

�
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Si on prend le point a = (0; 1; 1) et h = (h1; h2; h3);alors

L(f) =

�
1 0 e
1 0 0

�0@ h1
h2
h3

1A =

�
h1 + eh3
h1

�

Théorème 2
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U v Rn à valeurs dans Rm;

et g une fonction dé�nie sur un ouvert V v Rm à valeurs dans Rp; avec
f(U) v V: Supposons que f di¤érentiable au point a 2 U et que g est
di¤érentiable au point f(a) 2 V: Alors la fonction g � f est di¤érentiable au
point a 2 U et on a

L(g � f) = L(g):L(f)

Démonstration
La preuve est laissée au lecteur

Application
Soit f une fonction dé�nie sur R à valeurs dans Rm; di¤érentiable au

point t0 2 R; alors
t 7! f(t) = (f1(t); :::; fm(t))

et

Lf (h) = h

0B@ f 0(t0)
...

f 0m(t0)

1CA =

0B@ hf 0(t0)
...

hf 0m(t0)

1CA :
Soit g une fonction dé�nie sur Rm à valeurs dans R; di¤érentiable au

point f(t0) 2 Rm; alors

(x1; :::; xm) 7! g(x1; :::; xm)

et

Lg(k) =

�
@g

@x1
(f(t0)) � � � @g

@xm
(f(t0)

�0B@ k1
...
km

1CA ; où k = (k1; :::; km) 2 Rm:
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D�où

L(g � f) = L(g):L(f) =

�
@g

@x1
(f(t0)) � � � @g

@xm
(f(t0)

�0B@ f 0(t0)
...

f 0m(t0)

1CA
=

�
@g

@x1
(f(t0))f

0
1(t0) + :::+

@g

@xm
(f(t0))f

0
m(t0)

�
:

Généralement,

g0(f1(t); :::fm(t)) =
@g

@x1
(f(t0))f

0
1(t0) + :::+

@g

@xm
(f(t0))f

0
m(t0):
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Exercices

Exercice1
Soit g une fonction dé�nie sur R2 à valeurs dans R2 par

g(x; y) = (x+ y; x� y);

et f une fonction dé�nie sur R2 à valeurs dans R par

f(u; v) = sin(u2 � v2):

Calculer les matrices suivantes

1. La matrice Jacobienne J(g) au point (a; b):

2. La matrice Jacobienne J(f) au point (c; d):

3. La matrice Jacobienne J(f � g) au point (x; y):

Exercice2
Soit g une fonction dé�nie sur R3 à valeurs dans R2 par

g(x; y; z) = (x+ y2; xyz);

et f une fonction dé�nie sur R2 à valeurs dans R3 par

f(u; v) = (u2 + v; uv; exp v):

Calculer les matrices suivantes

1. La matrice Jacobienne J(g) au point (x; y; z):

2. La matrice Jacobienne J(f) au point (u; v):

3. La matrice Jacobienne J(f � g) au point (x; y; z):
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Exercice3
Soit g une fonction dé�nie sur R2 à valeurs dans R3 par

g(x; y) = (cos x+ sin y;� sin x+ cos y; 2 sinx cos y;

et f une fonction dé�nie sur R3 à valeurs dans R par

f(u; v; w) = u2 + v2 + w:

Calculer les matrices suivantes

1. La matrice Jacobienne J(g) au point (x; y):

2. La matrice Jacobienne J(f) au point (u; v; w):

3. La matrice Jacobienne J(f � g) au point (x; y):
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Solutions des exercices

Exercice1
Lamatrice Jacobienne J(g) au point (a; b) de la fonction g(x; y) = (g1(x; y); g2(x; y))

est donnée par

J(g)(a;b) =

 
@g1
@x

@g1
@y

@g2
@x

@g2
@y

!
=

�
1 1
1 �1

�
La matrice Jacobienne J(f) au point (c; d) de la fonction f(u; v) est don-

née par

J(f)(c;d) =
�
@f
@u

@f
@v

�
=
�
2u cos(u2 � v2) �2v cos(u2 � v2)

�
=

�
2c cos(c2 � d2) �2d cos(c2 � d2)

�
La matrice Jacobienne composée J(f � g) de la fonction (f � g)(x; y) =

sin((x+ y)2 � (x� y)2) = sin 4xy au point (x; y) est donnée par

J(f � g)(x;y) =
�

@(f�g)
@x

@(f�g)
@y

�
=
�
4y cos(4xy) 4x cos(4xy)

�
:

Aussi cette matrice peut être calculée par la relation

J(f � g)(x;y) = J(f)g(x;y):J(g)(x;y)

=
�
2(x+ y) cos(4xy) �2(x� y) cos(4xy)

�� 1 1
1 �1

�
=

�
4y cos(4xy) 4x cos(4xy)

�
Exercice2
La matrice Jacobienne J(g) au point (x; y; z) de la fonction g(x; y; z) =

(g1(x; y; z); g2(x; y; z)) est donnée par

J(g)(x;y;z) =

 
@g1
@x

@g1
@y

@g1
@z

@g2
@x

@g2
@y

@g2
@z

!
=

�
1 2y 0
yz xz xy

�
La matrice Jacobienne J(f) au point (u; v) de la fonction f(u; v) =

(f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v)) est donnée par

J(f)(c;d) =

0@ @f1
@u

@f1
@v

@f2
@u

@f2
@v

@f3
@u

@f3
@v

1A =

0@ 2u 1
v u
0 ev

1A
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La matrice Jacobienne composée J(f � g) de la fonction (f � g)(x; y) au

point (x; y) est donnée par

J(f � g)(x;y) =

0B@
@(f�g)1
@x

@(f�g)1
@y

@(f�g)1
@z

@(f�g)2
@x

@(f�g)2
@y

@(f�g)2
@z

@(f�g)3
@x

@(f�g)3
@y

@(f�g)3
@z

1CA :
Aussi cette matrice peut être calculée par la relation

J(f � g)(x;y) = J(f)g(x;y):J(g)(x;y)

=

0@ 2(x+ y2) 1
xyz x+ y2

0 exyz

1A� 1 2y 0
yz xz xy

�

=

0@ 2y2 + 2x+ xy 4xy + 4y3 + xz xy
2xyz + y3z 3xy2z + x2z x2y + xy3

yz exp(xyz) xz exp(xyz) xy exp(xyz)

1A
Exercice3
La matrice Jacobienne J(g) au point (x; y) de la fonction g(x; y) =

(g1(x; y); g2(x; y); g3(x; y)) est donnée par

J(g)(x;y) =

0B@
@g1
@x

@g1
@y

@g2
@x

@g2
@y

@g3
@x

@g3
@y

1CA =

0@ � sin x cos y
� cosx � sin y

2 cos x cos y �2 sin x sin y

1A
La matrice Jacobienne J(f) au point (u; v; w) de la fonction f(u; v; w)

est donnée par

J(f)(c;d) =
�
@f
@u

@f
@v

@f
@w

�
=
�
2u 2v 1

�
La matrice Jacobienne composée J(f � g) de la fonction (f � g)(x; y) au

point (x; y) est donnée par

J(f � g)(x;y) =
�

@(f�g)
@x

@(f�g)
@y

�
=
�
�2 sin x sin y 2 cos x cos y

�
:

Aussi cette matrice peut être calculée par la relation

J(f � g)(x;y) = J(f)g(x;y):J(g)(x;y)

=
�
2(cos x+ sin y) 2(� sin x+ cos y) 1

�0@ � sin x cos y
� cosx � sin y

2 cos x cos y �2 sin x sin y

1A
=

�
�2 sin x sin y 2 cos x cos y

�
:
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