
 

 

 

 
§4. Equations di¤érentielles linéaires du premier ordre

Equation di¤érentielle linéaire du premier ordre
On appelle équation di¤érentielle linéaire du premier ordre toute équa-

tion di¤érentielle de la forme

�
x+ a(t)x = b(t): (1)

où a(t) et b(t) sont des fonctions continues de la variable indépendante t
dé�nies sur un intervalle I � R à valeurs dans R ou des constantes connues.

Remarque 1
L�équation di¤érentielle (1) est linéaire par rapport à la fonction inconnue

x(t) et sa dérivée
�
x(t); c�est à dire les fonctions x(t) et

�
x(t) sont du premier

degré.

Equation di¤érentielle homogène
on appelle équation di¤érentielle homogène ou équation di¤érentielle sans

second membre toute équation di¤érentielle de la forme

�
x+ a(t)x = 0: (2)

Il est aisé de voir que l�équation di¤érentielle homogène (2) est une équa-
tion di¤érentielle à variables séparables qui se résout comme suit

�
x+ a(t)x = 0) dx

dt
= �a(t)x;

ou encore pour x 6= 0

dx

x
= �a(t)dt)

ln jxj =

Z
�a(t)dt+ C1 )

ln jxj =

Z
�a(t)dt+ lnC )

ln
��� x
C

��� =

Z
�a(t)dt:

D�où la solution de l�équation di¤érentielle homogène (2) notée xh(t) est
donnée par

xh(t) = Ce
R
�a(t)dt; C 2 R: (3)
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Remarque 2
La solution nulle x(t) = 0 se trouve parmi les solutions xh(t) si l�on

convient de prendre pour la constante C la valeur C = 0:

Théorème 1
La solution générale de l�équation di¤érentielle (1) s�obtient par la somme

de la solution générale xh(t) de l�équation di¤érentielle homogène (2) et une
solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (1):

x(t) = xh(t) + xp(t) (4)

Démonstration
En e¤et, il su¢ t de véri�er que x(t) = xh(t) + xp(t) est une solution de

l�équation di¤érentielle (1) avec xh(t) la solution de l�équation di¤érentielle
homogène (2) et xp(t) une solution particulière de l�équation di¤érentielle
(1):

�
x(t) + a(t)x(t) = b(t))
�
xh(t) +

�
xp(t) + a(t) (xh(t) + xp(t))) = b(t);� �

xh(t) + a(t)xh(t)
�
+
� �
xp(t) + a(t)xp(t)

�
= 0 + b(t):

De plus, si xp(t) et x(t) sont deux solutions de l�équation di¤érentielle
(1) alors la di¤érence x(t)�xp(t) est une solution de l�équation di¤érentielle
homogène (2); c�est à dire

xh(t) = x(t)� xp(t);

ou encore
x(t) = xh(t) + xp(t):
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Recherche de la solution particulière de l�équation di¤éren-
tielle linéaire du premier ordre

I. Méthode de la variation des constantes

La méthode de la variation des constantes est l�une des méthodes ap-
pliquées à la résolution de l�équation di¤érentielle (1) ; et que l�on donne de
la façon suivante

1. Intégrons d�abord l�équation di¤érentielle homogène (2) à variables
séparables dans un domaine de résolution I � R

�
x+ a(t)x = 0:

2. Remplaçons dans la solution générale (3) de l�équation di¤érentielle
homogène (2) la constante arbitraire C par la fonction inconnue C(t):

xh(t) = C(t)e
R
�a(t)dt

1. Portons cette nouvelle solution générale xh(t) de l�équation di¤éren-
tielle homogène (2) dans l�équation di¤érentielle (1)

2. Cherchons la fonction inconnue C(t):

Remarque 3
La solution générale d�une équation di¤érentielle linéaire du premier or-

dre doit contenir une seule constante.

Exemple 1
Résoudre l�équation di¤érentielle linéaire du premier ordre suivante

�
x+ x tan t = cos2 t: (5)

Solution
Intégrons l�équation di¤érentielle homogène correspondante

�
x+ x tan t = 0; (6)
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la séparation des variables de l�équation di¤érentielle homogène (6); nous
donne

dx

x
= � tan tdt; x 6= 0:

D�où la solution générale de l�équation di¤érentielle homogène (6)

xh(t) = C cos t: (7)

Il faut chercher maintenant une solution particulière xp(t) de l�équation
di¤érentielle (5); en considérant la constante C = C(t) comme une fonction
de la variable indépendante t et non comme une simple constante.

xp(t) = C(t) cos t:

Portons cette nouvelle solution xp(t) dans l�équation (5) ; on trouve,

�
C(t) cos t� C(t) sin t+ C(t) cos t tan t = cos2 t:

Il est à remarquer que l�expression

�C(t) sin t+ C(t) cos t tan t = 0;

est nulle comme solution de l�équation homogène (6); d�où il reste

�
C(t) cos t = cos2 t;

ou encore
dC

dt
= cos t

ce qui donne par la suite la fonction C(t)

C(t) = sin t;

ou encore
xp(t) = sin t cos t: (8)

D�où la solution générale de l�équation di¤érentielle (5) est donnée par

x() = xh(t) + xp(t) = C cos t+ sin t cos t:
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II. Méthode d�identi�cation avec le second membre

La méthode d�identi�cation avec le second membre de l�équation dif-
férentielle linéaire du premier ordre est destinée à la résolution de l�équation
di¤érentielle (1) dont la fonction a(t) est une constante a(t) = a et le second
membre b(t) pend les formes suivantes

1. Le second membre b(t) de l�équation di¤érentielle (1) est un polynôme
P (t):

b(t) = P (t); (9)

la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (1) prend la forme

xp(t) = Q(t) avec d�Q(t) = d�P (t): (10)

2. Le second membre b(t) de l�équation di¤érentielle (1) est le produit
d�un polynôme P (t) et d�une fonction e�t où � 6= �a:

b(t) = P (t)e�t où � 6= �a; (11)

la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (1) prend la forme

xp(t) = Q(t)e
�t avec d�Q(t) = d�P (t): (12)

3. Le second membre b(t) de l�équation di¤érentielle (1) est le produit
d�un polynôme P (t) et d�une fonction e�t où � = �a:

b(t) = P (t)e�t où � = �a; (13)

la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (1) prend la forme

xp(t) = tQ(t)e
�t avec d�Q(t) = d�P (t): (14)

4. Le second membre b(t) de l�équation di¤érentielle (1) est le produit
d�un polynôme P (t) et d�une fonction e�t (A cos�t+B sin�t) ; A;B 2
R:

b(t) = P (t)e�t (A cos�t+B sin�t) ; (15)

la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (1) prend la forme

xp(t) = Q(t)e
�t (K1 cos�t+K2 sin�t) où d�Q(t) = d�P (t): (16)
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Exemple 2
Chercher la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle linéaire

du premier ordre suivante

�
x+ 2x = t2 + 1: (17)

Solution

� a(t) = 2 et b(t) = t2 + 1

Cherchons la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (17)
sous la forme

xp(t) = Q(t) = At
2 +Bt+ C;

et portons cette solution xp(t) dans l�équation (17) ; on trouve après identi-
�cation

(2At+B) + 2
�
At2 +Bt+ C

�
= t2 + 1;

2At2 + (2A+ 2B)t+ 2B + 2C = t2 + 1:

D�ou, on obtient

2A = 1) A =
1

2
;

2A+ 2B = 0) B = �1
2
;

2B + 2C = 1) C = 1;

ou encore la solution particulière xp(t) est donnée par

xp(t) =
1

2
t2 ��1

2
t+ 1: (18)

Exemple 3
Chercher la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle linéaire

du premier ordre suivante
�
x� x = te�t: (19)

Solution

� a(t) = �1 et b(t) = te�t avec � = �1 6= �a = 1
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Cherchons la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (19)

sous la forme
xp(t) = Q(t)e

�t = (At+B) e�t;

et portons cette solution xp(t) dans l�équation (19) ; on trouve après identi-
�cation

Ae�t � (At+B) e�t � (At+B) e�t = te�t;
(�2At+A� 2B) e�t = te�t:

D�ou, on obtient

�2A = 1) A = �1
2
;

A� 2B = 0) B = �1
4
;

ou encore la solution particulière xp(t) est donnée par

xp(t) =

�
�1
2
t� 1

4

�
e�t: (20)

Exemple 4
Chercher la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle linéaire

du premier ordre suivante

�
x� 3x = (t� 2) e3t: (21)

Solution

� a(t) = �3 et b(t) = (t� 2) e�t avec � = �3 = �a = �3

Cherchons la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (21)
sous la forme

xp(t) = tQ(t)e
�t = t

�
At2 +Bt

�
e�t =

�
At2 +Bt

�
e�t;

et portons cette solution xp(t) dans l�équation (21) ; on trouve après identi-
�cation

(2At+B) e3t +
�
3At2 + 3Bt

�
e3t �

�
3At2 + 3Bt

�
e3t = (t� 2) e3t;
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ou encore

(�2At+B) e3t = (t� 2) e3t:
D�ou, on obtient

�2A = 1) A = �1
2
;

B = �2;

ou encore la solution particulière xp(t) est donnée par

xp(t) =

�
�1
2
t2 � 2t

�
e3t: (22)

Exemple 5
Chercher la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle linéaire

du premier ordre suivante

�
x� 2x = e2t sin 2t: (23)

Solution

� a(t) = �2 et b(t) = e�t sin�t avec � = � = 2 = �a = 2

Cherchons la solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle (23)
sous la forme xp(t) = e2t (K1 cos 2t+K2 sin 2t) et portons cette solution
xp(t) dans l�équation (23) ; on trouve après identi�cation

e2t (�2K1 sin 2t+ 2K2 cos 2t) + e2t (2K1 cos 2t+ 2K2 sin 2t)�
e2t (2K1 cos 2t+ 2K2 sin 2t) = e

2t sin 2t;)
e2t (2K2 cos 2t� 2K1 sin 2t) = e2t sin 2t:

D�ou, on obtient

2K2 = 0) K2 = 0;

�2K1 = 1) K1 = �
1

2
;

ou encore la solution particulière xp(t) est donnée par

xp(t) =

�
�1
2
cos 2t

�
e3t: (24)
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III. Méthode du facteur intégrant

La méthode du facteur intégrant consiste à multiplier l�équation di¤éren-
tielle (1) par une fonction non nulle �(t) a�n de rendre l�équation di¤éren-
tielle (1) une équation facile à résoudre. La fonction �(t) est appelée facteur
intégrant.

1. Multiplions l�équation di¤érentielle (1) par une fonction �(t) 6= 0;

�(t)
�
x+ �(t)a(t)x = �(t)b(t): (25)

2. Choisissons le facteur intégrant �(t) de telle sorte que

d

dt
(�(t)x(t)) = �(t)b(t): (26)

Après intégration des deux membres de l�équation (26); on obtient la
solution de l�équation di¤érentielle (1)

x(t) =
1

�(t)

Z
�(t)b(t)dt (27)

Pour la recherche du facteur intégrant �(t) égalons les deux équations
di¤érentielles (25) et (26); il vient

d

dt
(�(t)x(t)) = �(t)

�
x(t) + �(t)a(t)x(t);

�(t)
�
x(t) +

�
�(t)x(t) = �(t)

�
x(t) + �(t)a(t)x(t);

�
�(t)x(t) = �(t)a(t)x(t)
�
�(t) = �(t)a(t);

ln j�(t)j =
Z
a(t)dt

D�où, on obtient une in�nité de facteur intégrant �(t) donné par

�(t) = Ce
R
a(t)dt; (28)

choisissons C = 1 dans l�équation (28); alors le facteur intégrant �(t) prend
la forme

�(t) = e
R
a(t)dt: (29)
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Exemple 6
Chercher la solution x(t) de l�équation di¤érentielle linéaire du premier

ordre suivante
�
x� 2tx = �t: (30)

Solution
Le facteur intégrant �(t) est donné par

�(t) = e
R
�2tdt = e�t

2
: (31)

Multiplions les deux membres de l�équation di¤érentielle (30) par le fac-
teur intégrant �(t) = e�t

2
; on obtient

e�t
2 �
x� e�t22tx = �te�t2

ou encore
d

dt

�
e�t

2
x
�
= �te�t2 ; (32)

après intégration des deux membres de l�équation di¤érentielle (32); il vient

e�t
2
x(t) =

Z
�te�t2dt)

x(t) = et
2

�
1

2
e�t

2
+ C

�
:

D�où la solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle (30)

x(t) = Cet
2
+
1

2
:

Remarque 3
On peut trouver des équations di¤érentielles non linéaires par rapport

à la fonction x(t) et deviennent linéaires lorsque, on permute la fonction
cherchée x(t) et la variable indépendante t:

Exemple 7
Résoudre l�équation di¤érentielle suivante

�
x =

x

(x2 � 2t) ; (33)

où x est une fonction de la variable indépendante t:
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Solution
On remarque que l�équation di¤érentielle (33) n�est pas linéaire par rap-

port à la fonction x(t); mais elle est linéaire par rapport la variable t ainsi
que sa dérivée dt comme on le voit dans l�expression suivante

dt

dx
=
(x2 � 2t)

x
;

ou encore

x
dt

dx
+ 2t = x2;

d�où si l�on prend t comme fonction cherchée et x comme variable indépen-
dante, l�équation di¤érentielle (33) devient linéaire et s�écrit sous la forme

dt

dx
+
2

x
t = x;

ou encore
t0 +

2

x
t = x; x 6= 0;

qui se résout par les méthodes connues des équations di¤érentielles linéaires
du premier ordre.

Remarque 5
Certaines équations di¤érentielles deviennent linéaires lorsque l�on fait

un changement de variables convenable.

Exemple 8
Résoudre l�équation di¤érentielle suivante

�
x

cos2 x
+ tanx = sin t: (34)

Solution
E¤ectuons le changement de variables suivant

y = tanx; (35)

la dérivée des deux membres de l�équation (35) donne

�
y =

�
x

cos2 x
: (36)
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Par substitution des expressions (35) et (36) dans l�équation di¤érentielle

(34); on obtient une équation di¤érentielle linéaire

�
y + y = sin t;

qui se résout par les méthodes connues des équations di¤érentielles linéaires
du premier ordre.

Principe de superposition des solutions particulières

La solution particulière xp(t) de l�équation di¤érentielle linéaire

�
x+ a(t)x = b1(t) + b2(t); (37)

s�obtient par la somme des solutions particulières yp(t) et zp(t)

xp(t) = yp(t) + zp(t); (38)

où yp(t) est la solution particulière de l�équation di¤érentielle

�
x+ a(t)x = b1(t); (39)

et zp(t) la solution particulière de l�équation di¤érentielle

�
x+ a(t)x = b2(t): (40)

Remarque 6
Le principe de superposition des solutions particulières peut se généraliser

à des somme �nies des solutions particulières.
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§4. Exercices sur les équations di¤érentielles linéaires
du premier ordre

Intégrer les équations di¤érentielles linéaires du premier ordre suivantes

1) t
�
x� 2x = t3 cos t:

2)
�
x+ x tan t = sec t =

1

cos t
:

3) (t+ 1)
�
x = x+ 2(t+ 1)2:

4) (tx+ 2et)dt = tdx:

5)
�
x+ x cot t� ecos t = 0; x

��
2

�
= 0:

6)
�
x =

x3

x3 � (2� 3x2)t :

7)
�
x =

1

2x(x2 + t)
:

8) x lnxdt+ (t� lnx)dx = 0::

9)
�2t2
sinx

+ (t cotx)
�
x = 1:

10) (�2 sinxecosx � t sinx) �x = 1:
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§4. Réponses des équations di¤érentielles linéaires

du premier ordre

1) x = Ct2 + t2 sin t; t = 0:

2) x = C cos t+ sin t:

3) x = (t+ 1)(2t+ C); t = �1:

4) x = Cet + t2et; t = 0:

5) x sin t+ ecos t = C; x sin t+ ecos t = 1:

6) 2t = Cx3e
1
x2 + x3; x = 0:

7) Cex
2 � t� 1 = 0:

8) (t� 1)x lnx+ x = C:

9) x = arcsin(t3 + Ct):

10) t = Ce� cosx + ecosx:
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