Remarques sur le théoréme d’existence et d’unicité

Soit le probleme de Cauchy suivant

x = f(t,x), (1)
avec la condition initiale
¢(to) = o. (2)

Remarque 1

Le théoréme d’existence et d’unicité fournit uniquement les conditions
suffisantes pour l'existence de la solution unique du probléme de Cauchy (1)
avec la condition initiale (2).

Exemple 1
Soit I’équation
T =sinx — cost.

La fonction f(t,z) = sinz — cost est une fonction continue et Lipschitzi-
enne, d’ou lexistence et 'unicité de la solution x = ¢(t) pout tout couple
(to, zo) avec la condition initiale o = p(to).

Remarque 2

Le théoreme d’existence et d’unicité n’est pas nécéssaire pour 'existence
de la solution unique du probléme de Cauchy (1) avec la condition initiale
(2).

Autrement dit, on peut trouver des équations du type (1), possédant des
solutions uniques, satisfaisants a la condition (2) sans que les conditions du
théoréme soient remplies au point (o, xg).

Exemple 2
Soit I’équation différentielle



1
La fonction f(t,z) = — n’est pas continue aux points (g, 0) de 'axe Ot

aussi cette fonction n’est pas lipschitzienne. Mais elle admet I'unique solution
x? =2(t —to), ¢(te) =0.

Remarque 3
La continuité de la fonction f(t,z) est essentielle pour I'existence de la
solution du probléme de Cauchy (1) avec la condition initiale (2).

Exemple 3
Soit I’équation

& = 32,

La fonction f(t,7) = 3vVa? est continue sur R, mais la condition de
Lipschitz n’est pas vérifiée.
Apres 'intégrale de 1’équation on trouve deux solutions

r=(t+cP, =0

Donc il n’y a pas d’unicité car, on a pour chaque point de 'axe des
abscisses deux courbes passent
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Remarque 4
La condition de Lipschitz de la fonction f(¢, ) est essentielle pour I'unicité
de la solution du probléme de Cauchy (1) avec la condition initiale (2).

Remarque 5
0
La fonction f(¢,z) posséde une dérivée partielle 5[ bornée dans le do-
x
maine D peut remplacer La condition de Lipschitz.

0
En effet, 'existence d’une dériveée | E)_f |< M bornée dans D implique
x
0
| Ftm) — ftm) | =] ol ey |

Remarque 6
La condition de Lipschitz est plus affaiblie que la bornétude de la dérivée
0
partielle —f dans le domaine D.

x
En effet, on prend I’équation
r =| x| sint,

la fonction f(¢,x) =| x | sint n’est pas dérivable a 'origine c’est a dire
0
que la dérivée 8_f n’existe pas au point (o, 0), to # k7, k = 0,+1,4+2, ... par

x
contre la condition de Lipschitz est remplie,

| f(t,22) = f(E, 1) | = || w2 [ sini— | 2y | sint|
<|sint || xg — 1 |
<L|xg—x1]|, avec L>1

Remarque 7

La solution = = ¢(t) ne dépend pas de la condition initiale zq = ¢(tg).
En vertu de 1'unicité, on peut prendre en qualité de ¢(ty) n’importe quelle
fonction continue dont le graphe appartient a ’ensemble D.

Remarque 8

La méthode de Piccard ne donne pas la solution exacte du probléme de
Cauchy (1) avec la condition initiale (2).mais une méthode d’approximation
de la solution.



Exemple 4
En utilisant la méthode de Piccard, trouver la solution de I’équation dif-
férentielle

avec la condition initiale (0, 1)

p(0) = 1.

Comme, il est connu I’équation intégrale correspondante s’écrit sous la
forme

eHt) = mo+ t frg'(r))dr

— 1+ [ S,
0

ou la construction de la série donne

t) =1, t
gol(t):1+/d7':1+t,

9 t2
g02(t):1+/(7”+1)d7':1+t+§,

9 -2 ' 2 43
304\ _ o _ o4
go(t)—1+/0(1+7'+2!)d7—1+t+2!+3!,
) 2 t3 tz
gO(t)Zl—i-t-Fa"f—g—i— ....... +E

La limite de cette suite converge uniformément sur tout ’axe réel vers la
fonction

©(t) = expt.
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Remarque 9
Soit D le domaine donné par

D={(tz)eRxR, |t—ty|<a, |z]|< oo},

et soit la fonction f € C(D,R) satisfait a la condition de Lipschitz sur
I’ensemble D, alors pour tout xo € R, il existe une solution et une seule

xz = @(t), avec xg = p(to) et » € C([to — a,to + a],R).

Remarque 10
Soit D le domaine donné par

D={(t,x) eRxR, |t|<oo, |z]|< oo},

et soit la fonction f € C(D,R) satisfait a la condition de Lipschitz sur
I’ensemble I, alors pour tout point (¢g, z9) € R x R, il existe une solution et
une seule

x = p(t), avec g = @(ty) et p € C(R,R).



Exemple 5
Soit I’équation
T =t+sinz.
La fonction f(t,x) =t + sinz est Lipschitzienne sur tout R?avec la con-
stante de Lipschitz L = 1 car, on a

of(t,x)

| = — |[=lcosz|< 1,

ox

alors pour tout point (tg, 7o) € R?, il existe une solution et une seule

r = p(t), avec xg = p(to) et p € C(R,R).

Exemple 6
Soit I’équation
z=|z|
La fonction f(t,x) =| x| est Lipschitzienne sur tout R?avec la constante
de Lipschitz L = 1 car, on a

alors pour tout point (fg, zo) € R? il existe une solution et une seule

= p(t), avec xg = p(tg) et p € C(R,R).

| Cexpt, C <0
wlt) _{ Cexp(—t), C <0
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Remarque 11
Soit D le domaine donné par

D={(t,x) eRxR, |t|<oo, |z]|< o0},

et soit la fonction f € C(D,R) satisfait & la condition de Lipschitz non
sur l’ensemble D, mais au voisinage de chaque point (tg,z9) € D, (c’est a
dire qu’il n’existe pas une constante L qui réalise la condition de Lipschitz
sur tout D ), alors pour tout point (¢, zg) € D, il existe une solution et une
seule

x = @(t), avec g = p(to) et ¢ est définie au voisinge de t.

Exemple 7
Soit I’équation

On remarque que le critére

| f(t2) = f(ty) | =2 =y

est vrai si, on a la condition | z +y |< L, cela signifie que 'on ne peut
pas trouver une constante de Lipschitz L unique sur le plan tout entier. D’ot
pour tout (o, 7o) € R? il existe une solution et une seule z = ¢(t) en un
voisinage de tg, ¢(tg) = xg # 0.

1 .
r = ()O(t) = —17 S1 QO('[I[)) = o 7é 07
t— (to+ﬁ)

xr = t)=0, si xz=0.
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1
Y € C’(]—oo,to—i-F[,]R), si 2>0,

© € C(]to—l—$7+oo[,R), si 2% <0,
¢ € C(]—o0,+0o[,R), si z2°=0.
Remarque 12
Soit D le domaine donné par
D={(t,x) eRxR, tr<t<ty+a, |z—mxl|<b},
ou
D={(t,x) eRxR, thy—a<t<ty |z—x0|<b)},

et soit la fonction f € C'(D,R) satisfait a la condition de Lipschitz sur
I’ensemble D, alors pour tout point ¢ tel que

to <t <to+d,

ou
to —d <t <,

b
avec d = min(a, M)’ il existe une solution et une seule

x = p(t), avec g = @(to) .
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