§5. Equations différentielles de Bernoulli et équations
différentielles de Riccati

I. Equations différentielles de Bernoulli

On appelle équation différentielle de Bernoulli toute équation différen-
tielle de la forme
T+ a(t)r = b(t)z?, (1)

ou a(t) et b(t) sont des fonctions continues de la variable indépendante ¢,
définies sur un intervalle I C R & valeurs dans R ou des constantes connues,
a € R avec la condition

a#0 et a#l.

Bien entendu, si a = 0 I’équation différentielle (1) devient une équation
différentielle linéaire avec second membre

&+ a(t)z = b(t),

et si a = 1 I’équation différentielle (1) devient une équation différentielle
linéaire sans second membre

&+ (a(t) — b(t))z = 0.

Transformation d’une équation différentielle de Bernoulli en
une équation différentielle linéaire

Il est aisé de voir que l'on peut ramener 1’équation différentielle de
Bernoulli (1) en une équation différentielle linéaire par les transformations
suivantes.

1. Divisons tous les termes de I’équation différentielle (1) par =, on
obtient
7% 4 a(t)zt ™ = b(t). (2)

2. Faisons le changement de variables suivant



dérivons des deux membres de I'expression (3), on obtient

y=(1—-a)z" % :>x_o‘a'c:1§a . (4)

1. Substituons les transformations (3) et (4) dans I’équation différentielle
(2), il vient

y+ (1 —a)at)y = (1—a)b(t). (5)

Il est & remarquer que I’équation différentielle (5) est linéaire, simple a
résoudre par les méthodes connues pour les équations différentielles linéaires
du premier ordre.

Exemple 1
Résoudre ’équation différentielle suivante

. et
T+ - =

e (6)

Solution
L’équation différentielle (6) est une équation différentielle de Bernoulli

1
avec o = —3 divisons tous les termes I’équation différentielle (6) par ™2 =

——, on obtient I’équation différentielle suivante

T

-5 (7)

Introduisons la nouvelle fonction y donnée en fonction de z par la relation

y =22, (8)

D’ou la dérivée des deux membres de la fonction y(¢) nous donne

= 5V (9)

Portons les expressions (8) et (9) dans I’équation différentielle (7), on
obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre

2.+2 _et
VTV T



ou encore ]
.3 e
yry=5 (10)

11 aise de voir que I’équation différentielle (10) se résout par les méthodes
connues pour les équations différentielles linéaires du premier ordre.
La solution générale de 1’équation différentielle (10) est donnée par

C 3é

)= = 4=
yt) =3+ 553

ou encore la solution générale de 1’équation différentielle (6) est donnée par

2
3

C 3¢t L (C  3et\?
W=\gt3s) “\\&FT2:)



II. Equations différentielles de Riccati

On appelle équation différentielle de Riccati toute équation différentielle
de la forme
& +a(t)z = b(t)z? + c(t), (11)

ou a(t), b(t) et c(t) sont des fonctions continues de la variable indépendante
t, définies sur un intervalle I C R & valeurs dans R ou des constantes connues,
avec la condition,

b(t) #0 et c(t) #0.
Bien entendu, si b(t) = 0 I’équation différentielle (11) devient une équa-
tion différentielle linéaire du premier ordre

z+a(t)x = c(t),

et si ¢(t) = 0 I’équation différentielle (11) devient une équation différentielle
de Bernoulli
&+ a(t)r = b(t)z2

I. Transformation d’une équation différentielle de Riccati en
une équation différentielle de Bernoulli

Il est simple de voir que ’on peut ramener I’équation différentielle de Ric-
cati (11) en une équation différentielle de Bernoulli par les transformations
suivantes.

1. Connaissons une solution particuliére z,(t) de I’équation différentielle
de Riccati (11).

2. Substituons le changement de variable

2(t) = zp(t) + y(1). (12)

Portons 'expression (12) dans I’équation différentielle de Riccati (11),
on obtient une équation différentielle de Bernoulli de la forme

i+ Aty = b(t)y?,



ou A(t) est la fonction continue donnée par

A(t) = a(t) — 2b()zp(1).

Exemple 2
Résoudre I’équation différentielle suivante
.1 z?
—r=—% 42t 13
x+ ta: 3 + 2t, (13)

ot 'équation différentielle (13) admet z,(t) = ¢* comme solution partic-
uliere

Solution

L’équation différentielle (13) est une équation différentielle de Riccati,
transformons cette équation différentielle en une équation différentielle de
Bernoulli avec le changement de variables suivant

z(t) = @p(t) + y(t) = 2 +y(t). (14)

Portons I'expression (14) dans I’équation différentielle de Riccati (13),
on obtient une équation différentielle de Bernoulli de la forme

y—y=". (15)

Il est simple de résoudre 1'équation différentielle (15) par les méthodes
connues pour les équations différentielles de Bernoulli.

II. Transformation d’une équation différentielle de Riccati en
une équation différentielle linéaire

Il est aisé de voir que 'on peut ramener I’équation différentielle de Ric-
cati (11) en une équation différentielle linéaire avec second membre par les
transformations suivantes.

1. Connaissons une solution particuliere z,(t) de I'’équation différentielle
de Riccati (11).

2. Substituons le changement de variable



() = 2,(t) + y(lt) (16)

Portons lexpression (16) dans I’équation différentielle de Riccati (11), on
obtient une équation différentielle linéaire non homogeéne de la forme

y+ A(t)y = b(t),
ou A(t) est la fonction continue donnée par

A(t) = a(t) + 2b(t)z(t).

Exemple 3
Résoudre I’équation différentielle suivante
: t2 2tz? 1
=— — 17
Iy et T I e 1t e (17)
ot I'équation différentielle (17) admet z,(t) = —t comme solution partic-
uliére
Solution

L’équation différentielle (17) est une équation différentielle de Riccati,
transformons cette équation différentielle en une équation différentielle linéaire
avec le changement de variables suivant

z(t) = zp(t) + y(lt) =—t+ y(lt) (18)

Portons lexpression (18) dans I’équation différentielle de Riccati (17),
on obtient une équation différentielle linéaire de la forme

322t
1+8? " 143

Y+ (19)
Il est simple de résoudre 1'équation différentielle (19) par les méthodes
connues pour les équations différentielles linéaires.

Remarque 1
Il n’est pas toujours évident de trouver la solution particuliére de I’équation
différentielle de Riccati.



Exemple 4
Résoudre I’équation différentielle suivante

i—x4a? =42+ 242 (20)

Solution

On remarque que dans I’équation différentielle (20) les termes du premier
membre sont semblables & ceux du second membre, il suffit donc de prendre
le changement de variable suivant

zp(t) = at +b. (21)

Portons Pexpression (21) dans I’équation différentielle (20) et égalons les
coefficients des termes semblables, on trouve les constantes a et b.

a— (at +b) + (a*t* + 2abt + b?) = 4t* + 2t + 2. (22)

Egalons les coefficients de méme puissance de ¢ dans les deux membres
de I’équation (22), on obtient le systéme suivant

a’> =4
—a+2ab=2 (23)
a—b+b>=2

Il est simple de voir que les valeurs ¢ = 2 et b = 1 sont solutions du
systéme (23). D’ou 'existence de la solution particuliére z,(t) sous la forme
polynomiale

zp(t) =2t + 1.

Utilisons le changement de variables (16), on obtient

o(t) =2t +1+ y(lt) (24)

substituons I’expression (24) dans I’équation différentielle (20), afin d’obtenir
une équation différentielle linéaire non homogéne de la forme

qui se résout par les méthodes connues pour les équations différentielles
linéaires du premier ordre.



Aussi, on peut mettre le changement de variables (12), on obtient
xz(t) =2t + 1+ y(t), (25)

substituons I’expression (25) dans I’équation différentielle (20), afin d’obtenir
une équation différentielle de Bernoulli de la forme

J+ (4t 4 1)y = —y%

Remarque 2
Dans le cas de I’équation différentielle (20), la solution particuliere x,(t)
sous la forme polynomiale n’existe pas toujours.

Exemple 5
Résoudre ’équation différentielle suivante

t—z4at =42 4+2+7 (26)

Solution

On remarque que dans I’équation différentielle (26) les termes du premier
membre sont semblables & ceux du second membre, il suffit donc de prendre
le changement de variable suivant

zp(t) = at +b. (27)

Portons 'expression (27) dans ’équation différentielle (26) et égalons les
coefficients des termes semblables, on trouve

a— (at +b) + (a*t* + 2abt + b?) = 4t* + 2t + 7. (28)

Egalons les coefficients de méme puissance de ¢ dans les deux membres
de I’équation (28), on obtient le systéme suivant

a?=4
—a+2ab=2 (29)
a—b+b2="7

Il est simple de vérifier que le systéme (29) n’admet pas de solution.
D’ou la solution particuliere z,(t) de I’équation différentielle (26) n’existe
pas sous la forme polynomiale.



Proposition 1
Etant donné une équation différentielle de Riccati de la forme

. B

ou A, B et C sont des constantes, si de plus, on a
(B +1)% > 4AC,

alors 'équation différentielle (30) admet une solution particuliére x,(t) de
la forme

p(t) = % (31)

En effet, portons 'expression z,(t) = % dans 1’équation différentielle
(30), on obtient
Ad*+(1-B)a+C
t2 B
pour trouver la valeur de a, il faut que la condition (B + 1)2 > 4AC soit
remplie.

0,

Proposition 2
Etant donné une équation différentielle de Riccati de la forme

e 1 A 5
r——x=—x"+0B 32
5t =70 B, (32)
ot A et B sont des constantes, alors cette équation différentielle se raméne
a une équation différentielle a variables séparables par la substitution de la
fonction suivante

T =yt (33)

En effet, portons I'expression x(t) = y/t dans '’équation différentielle
(32), on obtient

gVt = Ay* + B,

ou encore
dy _dt
A2+ B\t



§5. Exercices sur les équations différentielles de Bernoulli
et les équations différentielles de Riccati

Résoudre les équations différentielles de Bernoulli et les équations dif-
férentielles de Riccati suivantes

1 o +2z =423

2 tr+x=22Int.

3 & +2tr+taxt=0.

4 i +x—a%(cost —sint) = 0.
5 tx— 2t2\/r = 4x.

Trouver une solution particuliére, et ramener chaque équation différen-
tielle de Riccati & une équation différentielle de Bernoulli puis intégrer cette
derniére.

6 = —2x+22=2—12

7T t2r4tr+t32?=1.
) 3

8 2:U+:1:2—t—2:0.

9 tx— (2t + Dz + 2% = 2.

0 & e
r— —T =—-T .
2t t

10



§5. Réponses sur les équations différentielles de Bernoulli

et les équations différentielles de Riccati

1
= —— 0.
V24 Cett’
1
T =
Int+Ct+1
1 1 2
— 32, .
g = —5 + Ce ;, = 0.
_ 0
= . €r = .
—sint + Cet’
z=t*In?Ct; z=0.
Pour la solution particuliére z,(t) = ¢ + 1 I'équation devient & + 2z = —a2.
Pour la solution particuli¢re z,(t) = t — 1 I'équation devient & — 2z = —a.
. W Lo : .3 2
Pour la solution particuliére x,(t) = n I’équation devient x + 7T =T
1 .
Pour la solution particuliére z,(t) = —7 I’équation devient x — 7= —z2.
) . 1, . . . 22
Pour la solution particuliére x,(t) = 5 léquation devient = — E=-g
3 .3 2
Pour la solution particuliére x,(t) = n I’équation devient x + E=g
.1 z?
Pour la solution particuliére z,(t) =t I’équation devient z + T=7
.1 z?
Pour la solution particuliére x,(t) =t — 1 I’équation devient z + gw ==

10 arctan (y) =2z + C.

Jz
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