§7. Equations différentielles incompletes
de second ordre

Equations incomplétes
On appelle équation différentielle incompléte de second ordre toute équa-
tion prenant 'une des formes des types suivants

Equations incomplétes du premier type
Une équation différentielle de second ordre est dite incomplete du premier
type si elle est de la forme

z = f(t), (1)

ou t est la variable indépendante et x(t) la fonction inconnue. Il est aisé de
voir que la solution de I’équation (1) est simple.

En effet, il suffit réécrire ’équation sous la forme explicite par le change-
ment des fonctions

u(t) = (1) = .

dérivons les deux membres de cette expression, on aura

(2)

. du - d?*x
u(t) = 7 x(t) = 7z

I’équation (1) devient une équation différentielle ordinaire sous la forme nor-
male

. du
U= = f(1). (3)

La résolution de ’équation (3) nous donne la solution u(t) en fonction de
la variable indépendante ¢ par la formule

u@_/j@ﬁ_F@+a

Oou encore d
u@zng@+G (4)



Multiplions les deux membres de I’équation (4) par dt, et intégrons de ces
deux membres, il vient

/ﬁmw:/F@m+CHma

ou encore, on obtient la solution générale de ’équation (1) sous la forme
suivante

x@:/f®ﬁ+QH{& (5)

Remarque 1
Le second membre de I’équation incompléte du premier type dépend
uniquement de la variable indépendante .

Exemple 1
Résoudre ’équation différentielle incompléte du premier type suivante

T=2t—2

Solution
Réécrivons ’équation différentielle avec le changement de fonction u(t) =

T
— sous la forme normale

dt
: du
u(t) = — =2t — 2,
multiplication les deux membres de cette équation pardt, on obtient

/du — /(2t — 2)dt.

Aprés intégration des deux parties, il vient

u(t)

dt
/da; = /(t2 — 2t + Cy)dt.

D’ou la solution générale de I’équation donnée

d
=~ Yo a0,

ou encore

1
z(t) = gt?’ — 2+ Cit + Cs.



Equations incomplétes du deuxiéme type
Une équation différentielle de second ordre est dite incompleéte du deux-
iéme type si elle est de la forme

i = f(z), (6)
ou z(t) la fonction inconnue. La résolution de ’équation (6) se fait comme
suit

Réécrivons ’équation sous la forme explicite par le changement des fonc-
tions

u(t) = (1) = .

dérivons les deux membres de cette expression, on aura

) du . A’z
u(t) = — =z(t) = —,
(t) == =2(t) =
I’équation (6) devient une équation différentielle ordinaire sous la forme nor-
male d
: U
U = — = €T). 7
= () 7)
Multiplions les deux membres de cette équation différentielle par I’expression
dz, on aura

d
d—?dm = f(x)dx,
ou encore
dx
—du = udu = f(z)dz. (8)

dt

Intégrons ’équation (8), il vient

/ udu / F(w)da,

ou encore
L
D’oti, on obient
Y TG
u=-—= x
dt 1,



que 'on peut ramener a une équation & variables séparables

| e/
— = [ dt.
D’ou la solution générale de I’équation (6), donnée sous la forme

xr = p(t).

Remarque 2
Le second membre de 1’équation incompléte du deuxiéme type dépend
uniquement de la fonction inconnue xz(t).

Exemple 2
Résoudre ’équation différentielle incompléte du deuxiéme type suivante

Tr=—x

Solution
Réécrivons ’équation différentielle avec le changement de fonction u(t) =

T
— sous la forme normale

dt

. du
u(t) = - =%

multiplication les deux membres de cette équation pardz, on obtient

/udu: /—xdx.

Apres intégration des deux parties, il vient

1
—UZ(t) = —51‘2 —+ C,

ou encore

Autrement dit, on écrit

dx
u VCi — 22, avec C; —a* >0,

:a:



que 'on peut ramener a une équation & variables séparables

dz

— =dt.
\/01 - .172

D’ou la solution générale de 1’équation est donnée par

.
arcsin ——— =t + (b,

ven

ou encore
x = +/Cysin(t + Cy).



Equations incomplétes du troisiéme type
Une équation différentielle de second ordre est dite incompléte du troisiéme
type si elle est de la forme

L= f(t, 1), (9)

ot z(t) la fonction inconnue. La résolution de I'équation (9) se fait par le
changement des fonctions

._dx

:E—E:u(t),

dérivons les deux membres de cette expression, on aura

7d2x7du7
e T a "

I’équation (9) devient une équation différentielle ordinaire de la forme
u= f(t,u). (10)

La résolution de 'équation (10) nous donne la solution u(t) en fonction
de la variable indépendante ¢ par la formule

u=F(t).

D’ou la solution générale de I’équation (9) donnée sous la forme

() = / u(t)dt = / F(t)dt.
Remarque 3

Le second membre de ’équation incompléte du troisiéme type dépend de
dx

la variable indépendante ¢ et de la fonction dérivée = = I

Exemple 3
Résoudre ’équation différentielle incompléte du troisiéme type suivante

tr = + t*



Solution
Réécrivons I'équation sous la forme normale
T+t

t

Tr =

— f(t,i), t#£0.

dx
Introduisons le changement de fonction v = 5 on obtient

u+ t

| = t#0
u ta 7£7

ce qui donne par la suite une équation différentielle linéaire du premier ordre

o1
U — —u =1t
t

dont la solution de I’équation homogeéne sans second membre est donnée par
u = C't.

La méthode de la variation des constantes nous donne la solution de
I’équation linéaire

1
u = §t4 + Clt
D’ou la solution générale de 1’équation est donnée par
1 Cy
t) = t)dt = —t> + —1* + Cy.
o) = [ttt = o0+ S+



Equations incomplétes du quatriéme type
Une équation différentielle de second ordre est dite incompléte du qua-
trieme type si elle est de la forme

= f(z,x), (11)

ot z(t) la fonction inconnue. La résolution de I’équation (11) se fait par le
changement des fonctions

._dx

:E—E:u(t),

dérivons des deux membres de cette expression, on aura

d*x B du dudzx du

P T At dedt dn
I’équation (11) devient une équation différentielle ordinaire de la forme

du
U= f(z,u). (12)

La résolution de 'équation (12) nous donne la solution u(z) en fonction

de x par
dx

T dt
D’ou la solution générale de I’équation (11) donnée sous la forme

dz
= [ dt.
J#t-]
Remarque 4

Le second membre de I’équation incompléte du quatriéme type dépend
dx

E.

u = F(x).

de la fonction inconnue z(t) et de la fonction dérivée z =

Exemple 4
Résoudre I'équation différentielle incompléte du quatrieme type suivante

. .2 .
Tr =2 —1—37302.



Solution
Réécrivons I'équation sous la forme normale

.2 - 9
. T +xx )
r=———=f(z,z), x#0.
T
) ) dz L.
Introduisons le changement de fonction u = I et dérivons des deux

membres de cette expression, on obtient

_ Pz du_dudr _ du
a2 T at drdt . dx

I’équation devient une équation différentielle ordinaire de la forme

du u? + ux? Fa)
— = f(z,u
Yar T Tz T

ou encore une équation différentielle linéaire dont x est une variable indépen-

dante

du 1
— - —u=uz,
dr «=x

dont la solution de I’équation homogeéne sans second membre est donnée par
u(z) = Cx.

La méthode de la variation des constantes nous donne la solution de
I’équation linéaire
u=2>+ Cx.

D’ou la solution générale de 1’équation est donnée par

dx
— C R dt
u=G=ritee [ o8 [
ou encore -
= t).
1O Cy exp(Cht)

Remarque 5
La solution de I’équation différentielle de second ordre incompléte du
quatriéme type contient deux constantes.



§7. Exercices sur les équations différentielles
incomplétes de second ordre

Résoudre les équations différentielles incomplétes suivantes
1) z=0.
2) z=at+b.
3) & =sint+ cos2t.
4) I =texpt.

1

5) == .
6) = —%x.
7) I+a*r=0.
8) & —a*r=0.
9) 2 +42 =0.
10) =™ +97 =0.
11) z—x=0.
12) z=azx+0.
13) z=x+t.
14) #—i°=0.
15) i+’ =—1.

16) zi+i’ =2,

10



17)
18)
19)

20)

i — @t = 1.
zi+ i = 0.
r—1x—2x=0.

T+ 4z + 132 = 0.

11



§7. Réponses des équations différentielles
incomplétes de second ordre

Tr = Clt+02

T = %t?’ + th + Cit + Cs.
r=—sint — }Lcos2t+01t—|—6’2.
x=texpt —2expt+ Cit + Cs.
r=tn|t|—t+Cit+ Cs.
=0 sin(\/gt—i—CQ).
x = Cysin(at + Cy).
at = In(z + /22 + C; + Cy).
x = Cyexp(—4t) + Cot + Cs..
x = C;sin3t + Cycos 3t + Cst + CYy.
x=Crexpt+ Cs.
xr = Cyexp(at) — gt + Cs.
sz’leXpt—%t2+t+Cg.
r=—/=2t+ C; + Cs.
x=In|sin(t — C) | +Cs.

x? =2t + Cit + O,

12



17)
18)
19)

20)

T T

— —1).
o eV
t:.IlIlJI—FClI—i‘CQ.

t+CQIC11D(

x = Crexp(—t) + Cyexp(2t).

x = exp(—2t)[Cy cos 3t 4+ Cy sin 3t].

13
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