§9. Recherche des solutions particulieres des
équations différentielles complétes de second ordre

Equation différentielle avec second membre un polynéme
Une équation différentielle compléte avec second membre un polynome
s’écrit comme suit

AZ+ Bz 4+ Cr = P(t) = apt" + ap 11" ' 4 ...+ agt® +art +ag. (1)

Il est & remarquer que la solution particuliere x;(t) de I’équation différen-
tielle (1) est de la forme d’un polynome de méme degré que P(t), c’est a
dire

l’l(t) = bntn -+ bnfltnil + ...+ b2t2 + blt —+ bg, (2)
les dérivées premiére et seconde des deux membres de la solution z4(t) don-
nent

T1(t) = nbpt"t 4 (n— )by 11" 72+ .+ 2yt + by,
21(t) = n(n—1)byt" 2+ (n—1)(n — 2)by_1t" > 4 ... + 2by.

Portons les expressions Z1(t), z1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte (1), on obtient par identification le systéme suivant

(

Cbn = Qn,
Bnbn + Cbnfl = Gp—1,
An(n —1)b, + B(n — 1)b,_1 + Cb,_2 = ay_a,

L 2Ab2 + Bb1 + Obo = aop.
Remarque 1
Tous les coefficients de la solution particuliére x1(¢) s’exprime en fonction
du terme C' en dénominateur et par conséquent, ce dernier doit étre différent
de zéro. Autrement dit, I’équation différentielle (1) doit contenir le terme C'
en z(t) non nul.

Remarque 2
Si la constante C' = 0. C’est a dire, I’équation différentielle (1) ne possede

pas de terme en z(t), l'identification des deux membres de I’équation (1)

1



pour la méme fonction x(¢) est incompatible. D’ou la solution particuliére
x1(t) doit étre sous la forme suivante

21(t) = t(bpt" + by 1 t"" + o 4 bat® + byt + by). (3)

Proposition 1

e Sile terme C en x(t) dans ’équation différentielle compléte (1) est non
nul, alors la solution particuliére x1(t) est un polynéme de méme degré que
le second membre.

Proposition 2

o Si le terme C en x(t) dans l’équation différentielle compléte (1) est
nul, alors la solution particuliére x1(t) est un polynome t fois un polynome
de méme degré que le second membre.

Exemple 1
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T4+ —2r =22 —4t+1

Solution
Le terme C en z(t) est égal & 2 # 0, alors la solution particuliere x;(t)
est un polynéme de méme degré que le polynéme du second membre

$1<t> = a2t2 + alt + ayp,

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z1(¢) don-
nent

r1(t) = 2ast+ aq,
.I‘l(t) e 2&2.

Portons les expressions 21 (t), x1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte, on obtient

—2a9t? + (2a5 — 2a1)t + 2ay + a1 — 209 = 2t* — 4t + 1,
par identification, on aura le systéme

—26L2:2 :>a2:—1,
2a9 — 2017 = —4 =a; =1,
209 + a1 — 2a9 =1 = a9 = —1.
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D’ou la solution particuliére x(t) est donnée par
ri(t) = —t* +t— 1.

La solution générale z(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale xo(t) de 1’équation
différentielle sans second membre

w(t) = zy(t) + 2o(t) = (=12 +t — 1) + a9(t).

Exemple 2
Résoudre 'équation différentielle incompléte suivante

T4+z=t>43t—2

Solution

On remarque que le terme C' en z(t) est nul, alors la solution particuliére
x1(t) est un polynome ¢ fois un polynéme de méme degré que le polynoéme
du second membre

I‘l(t) = t(CLth + alt + ao) = CLth + a1t2 + aot,

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction x4 (¢) don-
nent

Ilfl(t) = 3a2t2 + 2(11t + ap,
i’l (t) = 601215 + 2(11.

Portons les expressions Z1(t), z1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
incompléte, on obtient

3ast® + (6ay + 2a1)t + 2a; + ag = t* + 3t — 2,
par identification, on aura le systéme

3as =1 :>CL2:%,
6as + 2a;1 =3 :>(l1:%,
2a1 +ag = —2 = ag = —3.

D’ou la solution particuliére x4 (t) est donnée par

1 1
ri(t) = §t3 + §t2 — 3t.



La solution générale x(t) de I’équation différentielle incompléte est la
somme de la solution particuliére x; () et la solution générale z5(t) de I’équation
différentielle sans second membre

5(t) = 2y (t) + 3a(t) = (%ﬁ + %tQ _38) + 1a(8).

Exemple 3
Résoudre ’équation différentielle incompléte suivante

F =12t — 6t + 2

Solution

On remarque que les termes C' en z(t) et B en x(t) sont nuls, alors la
solution particuliere z1(t) est un polynome ¢? fois un polyndéme de méme
degré que le polynéme du second membre

ZL’l(t) = t2(a2t2 + alt + CL()) = a2t4 + a1t3 + a0t2,

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction x4 (¢) don-
nent

Il(t> = 4a2t3 + 3a1t2 + 2&075,
.Il(t) = 120,2t2 + 6a1t + 2@0.

Portons les expressions 21 (t), z1(t) et x1(t) dans 'équation différentielle
incompléte, on obtient

12a9t? 4 6a1t + 2a¢ = 12t* — 6t + 2,
par identification, on aura le systéme
12a9 = 12 = ay =1,

6a; = —6 = a; = —1,
200 = 2 = a9 = 1.

D’ou la solution particuliére x1(t) est donnée par
zi(t) = t* — 3 + 12

La solution générale x(t) de I’équation différentielle incompléte est la
somme de la solution particuliére x;(t) et la solution générale z5(t) de I'équation
différentielle sans second membre

w(t) = 1 (t) + 2a(t) = (t* — £ + 12) + 25(1).



Equation différentielle avec second membre une exponentielle

Une équation différentielle compléte avec second membre une exponen-
tielle s’écrit comme suit

A% + Bz + Cx = Dexp(at). (4)

Il est & remarquer que la solution particuliere x;(¢) de I’équation différen-
tielle (4) doit étre une fonction en exponentielle de méme forme que le second
membre

71(t) = K exp(at), ()

e L’exposant du second membre n’est pas une racine de I’équation
caractéristique
Si l'exposant o du second membre D exp(at) de I'équation différentielle
(4) n’est pas une racine de ’équation caractéristique de 1'équation différen-
tielle (4), c’est a dire
Acd? + Ba+C #0,

alors la solution z4(t) garde sa forme donnée par (5), les dérivées premiére
et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) donnent

71(t) = Kaexp(at),
T1(t) = Ka*exp(at).

Portons les expressions Z1(t), x1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte (4), on obtient par identification la relation suivante

K(Aa? + Ba + C)exp(at) = Dexp(at),

apres simplification, il vient

D
K —
Aa? + Ba+ C’

avec Ao’ + Ba+ C #0.

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par

D

7 (t) = Aa? 4+ Ba+C

exp(at).




La solution générale x(t) de I’équation différentielle compleéte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale x5(t) de 1'équation
différentielle sans second membre
B D
~ Aa?2+ Ba+C

x(t) = x1(t) + z2(t) exp(at) + x5(t).

Exemple 4
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

2z — 3z — 3z = Sexp(3t).

Solution
L’équation caractéristique de I’équation différentielle s’écrit aussitot

2\ —3X -3 =0,
3433 3—/33
——— et g = ——.
L’exposant du second membre o = 3 de I’équation différentielle n’est pas

une racine de I’équation caractéristique, d’ou la solution particuliére x(t)
est une fonction en exponentielle de méme forme que le second membre

dont les racines sont A\; =

7(t) = K exp(31),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

z1(t) = 3K exp(3t),
z1(t) = 9K exp(3t).

Portons les expressions Z(t), x1(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
compléte, on obtient par identification la relation suivante

K="2
6

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par

21() = gexp(?)t).



La solution générale x(t) de I’équation différentielle compleéte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale xo(t) de 1’équation
différentielle sans second membre

ﬂﬂ:xﬂ®+xﬁ®:g@w@ﬂ+wﬂﬂ

e L’exposant du second membre est une racine de I’équation
caractéristique
Il peut arriver dans I’équation différentielle (4) que 'exposant o du second
membre D exp(at) de ’équation différentielle (4) soit égal & une des racines
simples de I’équation caractéristique de ’équation différentielle (4), c’est a
dire
Aa? + Ba +C =0,

d’ou il est impossible de calculer la constante K se trouvant dans la solution
particuliere (5).
Pour le faire, on utilise la méthode de variation des constantes

1(t) = K(t) exp(at),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

i(t) = (K+ Ka)exp(at),
i) = (K+2Ka+ Ka?) exp(at).

Portons les expressions Z1(t), z1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte (4), on obtient par identification la relation suivante

AK + (2Aa + B)K = D.

La solution de cette équation différentielle de second ordre sans le terme
en K est de la forme
K = (Cht.

D’ou la solution particuliére x1(t) est donnée par

D
x1(t) = Citexp(at) = mt exp(at), avec 2Aa+ B #0.



La solution générale x(t) de I’équation différentielle compleéte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale x5(t) de 1'équation
différentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + z2(t) = texp(at) + xa(t).

2Aa + B

Exemple 5
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T — 3z + 2z = 4exp(2t)

Solution
L’équation caractéristique de ’équation différentielle s’écrit aussitot

M —3\4+2=0,

dont les racines sont A\; = 1 et Ay = 2.

L’exposant du second membre o = 2 étant une racine simple de I’équation
caractéristique, d’ot on utilise la méthode de variation des constantes pour la
solution particuliére x;(f) donnée comme fonction en exponentielle de méme
forme que le second membre

11(t) = K (1) exp(20),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

i (t) = (K +2K)exp(2t),
i(t) = (K 44K +4K)exp(2t).

Portons les expressions 7 (t), x1(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
compléte, on obtient par identification la relation suivante

K+ K =4.
La solution de cette équation sans le terme en K est de la forme

K(t) = Cit.



D’ou la solution particuliére x(t) est donnée par
x1(t) = 4t exp(2t).

La solution générale x(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale z5(t) de I’équation
différentielle sans second membre

2(t) = @1 (t) + 2a(t) = At exp(2t) + 22 (t).

e L’exposant du second membre est une racine double de I’équation
caractéristique

Il peut arriver dans I’équation différentielle (4) que ’exposant o du second
membre D exp(at) de ’équation différentielle (4) soit égal a une racine double
de I’équation caractéristique de I’équation différentielle (4), c’est a dire

B
Aa2+Boz+C’:(x+ﬂ):0,

d’ou il est impossible de calculer la constante K se trouvant dans la solution
particuliere (5).
Pour le faire, on utilise la méthode de variation des constantes

x1(t) = K(t) exp(at),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction x4 (¢) don-
nent

i(t) = (K+ Ka)exp(at),
i(t) = (K+2Ka+ Ko?)exp(at).

Portons les expressions Z1(t), z1(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte (4), on obtient par identification la relation suivante

AK = D.

La solution de cette équation différentielle de second ordre avec second
membre une constante sans les termes en K et en K, doit étre de la forme

D
K = —+¢.
2A
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D’ou la solution particuliére x(t) est donnée par

D
xq(t) = ﬂtz exp(at).

La solution générale x(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere x1(t) et la solution générale xo(t) de I'équation
différentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + z2(t) = %L‘Q exp(at) + xo(t).

Exemple 6
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T — 6z + 9z = 4exp(3t)

Solution
L’équation caractéristique de 1’équation différentielle s’écrit aussitot

N —6A+9=0,

dont les racines sont \; = Ay = 3.

L’exposant du second membre o« = 3 étant une racine double de ’équation
caractéristique, d’ot on utilise la méthode de variation des constantes pour la
solution particuliére x;(¢) donnée comme fonction en exponentielle de méme
forme que le second membre

21(t) = K(t) exp(3t),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction x4 (¢) don-
nent

i(t) = (K4 3K)exp(3t),
i(t) = (K +6K + 9K)exp(3t).

Portons les expressions 7 (t), x1(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
compléte, on obtient par identification la relation suivante

K = 4.
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La solution de cette équation sans le terme en K et en K est de la forme
K(t) = 2t°.
D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par
x1(t) = 2t exp(3t).

La solution générale x(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale xo(t) de I’équation
différentielle sans second membre

w(t) = x1(t) + 29(t) = 2% exp(3t) + x2(2).

Remarque 3

Le cas ou le second membre de 1’équation différentielle compléte (4) est
une somme d’exponentielles, la solution particuliére x;(t) de cette équation
est la somme des solutions particuliéres y;(t) traitées séparément.

Exemple 7
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T —x — 2z = exp(3t) + 3expt

Solution

Le second membre de ’équation différentielle est une somme de deux
exponentielles, d’ott pour I’a résoudre, on doit traiter les deux équations
suivantes

T—z—2x = exp(3t),

r—x—2x = 3expt.

La premiére solution particuliére y;(¢) de la premiére équation est une
fonction en exponentielle de méme forme que le second membre

y1(t) = Ky exp(3t),

d’ou cette solution est donnée par

yi(t) = iexp(St).
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La deuxiéme solution particuliére y»(t) de la deuxiéme équation est une
fonction en exponentielle de méme forme que le second membre

y2(t) = Kyexpt,

d’oul cette solution est donnée par

3
Y (t) = —5 et

La solution particuliere z(t) de ’équation différentielle compléte est la
somme des deux solutions particuliéres obtenues y; () et ya(t)

ra(t) = 11 (8) + 9alt) = § exp(31) — 5 expt

La solution générale z(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale x5(t) de 1'équation
différentielle sans second membre

2(8) = (1) + 2o (t) = %exp(?)t) _ gexpt + ().
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Equation différentielle avec second membre produit d’une ex-
ponentielle et un polynéme

Une équation différentielle compléte avec un second membre produit d’une
exponentielle et un polynéme s’écrit comme suit

AZ + Bz + Cx = P(t) exp(at) (6)

Posons la solution particuliere x1(t) de I’équation différentielle (6) sous la
forme

z1(t) = y(t) exp(at), (7)

o y(t) est une fonction inconnue, les dérivées premiere et seconde des deux
membres de la fonction x;(¢) donnent

r1(t) = (y+ay)exp(at),
i(t) = (J+2ay+ o’y) exp(at).

Portons les expressions Z(t), x1(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
compléte (3), on obtient par identification la relation suivante

A(y + 2ay + o®y) + B(y + ay) + Cy = P(t),

ou encore

Ay + (2aA + B)y + (Aa? + Ba+ C)y = P(t). (8)

L’équation différentielle (8) est une équation différentielle compléte avec
second membre un polynéome P(t). D’ou la solution y(¢) est simple & obtenir
par identification.

e Si l'exposant o n’est pas une racine de 1’équation caractéristique de
l’équation différentielle (6), alors le troisiéme terme du premier membre de
I’équation (8) est non nul. D’ou la solution de I’équation (8) prend la forme

y(t) =Q(t), avec d°Q(t) = d°P(t).

e Si 'exposant « est une racine simple de 1’équation caractéristique de
I’équation différentielle (6), alors le troisiéme terme du premier membre de
I’équation (8) est nul. D’ou la solution de ’équation (8) prend la forme

y(t) =tQ(t) avec d°Q(t) = d°P(t).
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e Si I'exposant « est une racine double de ’équation caractéristique de
léquation différentielle (6), le deuxiéme et le troisiéme terme du premier
membre de I’équation (8) sont nuls. D’ou la solution de ’équation (8) prend
la forme

y(t) = *Q(t) avec d°Q(t) = d°P(t).
Exemple 8
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T — 41+ 3x = (2t* + 1) exp(2t).

Solution
L’équation caractéristique de ’équation différentielle s’écrit aussitot

M —4\+3=0,

dont les racines sont A\; = 1 et Ay = 3.
Posons la solution particuliére x;(t) de 'équation différentielle sous la
forme

71(t) = y(t) exp(2t),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(t) don-
nent

21(t) = (y+2y)exp(2),
21(t) = (y+ 4y +4y) exp(2t).

Portons les expressions (), x2(t) et x1(t) dans 'équation différentielle
compléte, on obtient la relation suivante

y—y=2t"+1.
Le troisiéme terme du premier membre de cette équation est non nul,

car 'exposant o« = 2 n’est pas une racine de I’équation caractéristique de
I'équation différentielle. D’ou la fonction inconnue y(t) prend la forme

y(t) = agt® + ait + ag,

ce qui implique par la suite la relation suivante
2&2 — (Cl,gtz + alt + ao) = 2t2 + 1,
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par identification, on aura le systéme

—ag =2 ¢a2:—2,
—a; =0 :>(11:0,
2a9 —apg =1 = ag = —9.

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par
z1(t) = y(t) exp(2t) = (—2t* — 5) exp(2t).

La solution générale x(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere x1(t) et la solution générale xo(t) de I’équation
différentielle sans second membre

w(t) = 21 (t) + 22(t) = (—2t% — 5) exp(2t) + C} exp(t) + Cy exp(3t).

Exemple 9
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T — 41 +3r = (2t + 1) expt.

Solution
L’équation caractéristique de ’équation différentielle s’écrit aussitot

M —4N+3=0,

dont les racines sont A\; = 1 et \y = 3.
Posons la solution particuliére x;(t) de ’équation différentielle sous la
forme

z1(t) = y(t) expt,

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

z1(t) = (y+y)expt,
11(t) = (U +2y+y)expt.

Portons les expressions z(t), x2(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
complete, on obtient la relation suivante
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y—2y=2*+1.

Le troisitme terme du premier membre de cette équation est nul, car
I’exposant a@ = 1 est une racine de I’équation caractéristique de I’équation
différentielle. D’ou la fonction inconnue y(t) prend la forme

y(t) = t(a2t2 + ait + agp),

ce qui implique par la suite la relation suivante

—6agt? + (6ag — 4ay)t + 2a; — 2ag = 26> + 1,
par identification, on aura le systéme

1
—6ag = 2 :>CL2:—§,

1
6ay, — 4a; =0 :>a1:—§,
2a1 —2a9 =1 = ag = —1.

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par

1 1
z1(t) = y(t)expt = (—§t3 — §t2 —t)expt

La solution générale x(t) de I’équation différentielle compleéte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale xo(t) de 1'équation
différentielle sans second membre

1 1
z(t) = x1(t) + 2o(t) = (—§t3 — 5752 —t)expt + Ky expt + Kyexp(3t).

Exemple 10
Résoudre ’équation différentielle compléte suivante

T —2¢+x= (2> 4+ 1) expt.

Solution
L’équation caractéristique de I’équation différentielle s’écrit aussitot

M2 4+1=0,

dont les racines sont \; = \y = 1.
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Posons la solution particuliere z1(t) de I’équation différentielle sous la
forme

r1(t) = y(t) expt,
les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

Bt = (+y)espt,
() = (5+20+y) et
Portons les expressions x1(t), z3(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte, on obtient la relation suivante

y=2t>+1.

Le troisiéme et le deuxiéme terme du premier membre de cette équation
sont nuls, car 'exposant @ = 1 est une racine double de 1’équation carac-
téristique de I’équation différentielle. D’ou la fonction inconnue y(¢) prend
la forme

y(t) = t*(asgt? + ayt + ap),

ce qui implique par la suite la relation suivante

12a5t? + 6a1t + 2ag = 2t% + 1,

par identification, on aura le systéme

1
12a9 = 2 :>a2:6,

6a; =0 = a1 =0,
1
2a0 =1 :>CLO:§.

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par

1 1
z1(t) = y(t) expt = (6t4 + 5252) expt

La solution générale z(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliére z;(t) et la solution générale xo(t) de 1'équation
différentielle sans second membre

1 1
x(t) = 21(t) + 29(t) = (gt‘* + 5152) expt + (Cit + Cy) expt.
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Equation différentielle avec second membre une fonction trigonométrique
Une équation différentielle compléte avec un second membre une fonction
trigonométrique s’écrit comme suit

Az + Bz + Cx = Dysinat + Dy cos at 9)

Il est a remarquer que la solution particuliere z;(t) de 1’équation dif-
férentielle (9) est une fonction trigonométrique de méme forme que le second
membre

x1(t) = Kj sinat + K; cos at, (10)

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

1(t) = Kiacosat — Ksasin o,

1(t) = —Kia®sinat — Kya? cosat.

Portons les expressions x(t), x2(t) et x;1(f) dans 'équation différentielle
complete, on obtient la relation suivante

A(—Kja?sinat — Kya? cosat) + B(Kja cos at — Kyasin at)
+C(Kysinat + Ky cosat) = Dy sinat + Do cos at,
aprés identification, on aura le systéme

Kl(C’ - AOZ2) - KQBOé = DL (11)
KlaB + KQ(O - AO(Q) = DQ.

dont le déterminant est donné par

A = (C— Ad®)* + o’ B?,

e Si le déterminant du systéme (11) n’est pas nul, alors les constantes K
et K5 sont simples a calculer.

e Si le déterminant du systéme (11) est nul, alors il faut que I'on ait le
systeme suivant

(C—Aa?) =0 = C = Ad?,
aB=0 = B=0.
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Le cas ou le déterminant du systéme (11) est nul, c’est a dire B = 0
et C = Aa?, le terme en © n’existe pas dans I’équation différentielle et la
solution particuliere z;(¢) prend la forme suivante

x1(t) = t(K;sinat + K; cos at) (12)

Exemple 11
Résoudre I’équation différentielle compléte suivante

T —x—2x =2sin3t + Hcos 3t

Solution
La solution particuliére x1(t) de I’équation différentielle est une fonction
de méme forme que le second membre

x1(t) = Kjsin 3t + K, cos 3t,

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(¢) don-
nent

x1(t) = 3Kjcos3t — 3K,sin3t,
z1(t) = —9K;sin3t — 9K, cos 3t.

Portons les expressions x1(t), z5(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte, on obtient le systeme suivant

11K + 3K, =2,
—3K; — 11K, = 5.

Le déterminant A du systéme est non nul, A = 130 # 0, alors les coeffi-
cients K; et K5 sont comme suit

37 49

779300 2T 1300

D’ou la solution particuliére xq(t) est donnée par

37 . 49
z1(t) = ~13g iR 3t — 130 <% 3t.
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La solution générale x(t) de I’équation différentielle compleéte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale x5(t) de 1'équation
différentielle sans second membre

37 49
z(t) = 21 (t) + 22(t) = ~130 sin 3t — 130 cos 3t + xa(t).

Exemple 12
Résoudre I’équation différentielle suivante

T+ 4x = 3cos 2t

Solution
Le fait que les termes B = 0 et C' = Aa? , La solution particuliere z;(t)
de I’équation différentielle est de la forme

x1(t) = t(Kysin 2t + Ky cos 2t),

les dérivées premiére et seconde des deux membres de la fonction z4(t) don-
nent

xl(t) = (2K1t + KQ) cos 2t — (2K2t — Kl) sin 2t,
1(t) = —(4Kit +4K,)sin2t — (4Kt — 4K ) cos 2t.

Portons les expressions (), ¥2(t) et x1(t) dans ’équation différentielle
compléte, on obtient le systéme suivant

—4[(2:07 o _3
{ AK, = 3. = Ky =0, KI_Z

D’ou la solution particuliére x1(t) est donnée par
3 .
x1(t) = —tsin 2t.
4
La solution générale z(t) de I’équation différentielle compléte est la somme
de la solution particuliere z;(t) et la solution générale x5(t) de I’équation

différentielle sans second membre

o(t) = o1 (t) + 2a(t) = Zt §in 2 + (1),
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Remarque 5
Si le second membre de 1'équation différentielle (9) est de la forme

Ksin?at ou K cos®at,
la solution particuliére z;(t) est donnée par
r1(t) = Ky sin® at + K, cos® at + Kssin at cos at

Remarque 6
Si le second membre de I’équation différentielle (9) est de la forme

(Dq sin at + Dy cos at) exp(5t),
la solution particuliére z;(t) est donnée par

x1(t) = (Kj sin ot + K cos at) exp(S5t).
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§7. Exercices sur les équations différentielles

completes de second ordre

Résoudre les équations différentielles de second ordre suivantes

T — 3%+ 2z =2t — 12t + 11.
T — 1z —2x = 12exp(3t).
T+ 5z + 6z = —4dexp(—2t).
T+ 3z =12t + 4.
T —x = 8exp(—3t) — 3exp(2t).
T —4x + 4 = 2exp(2t).
T+2%+x = (=2t + 4t + 1) exp(—t).
T —2v/3% + 3x = 2sint — 2¢/3 cost.
. . 1 1
4r — 4x + v = 4sin -t — 2 cos 1.
2 2
. . . 3
4r + 122 4+ 9z = —4 smtexp(—?f).
T + 4x = 4sin 2t 4 8 cos 2t.
T — 51 + 13z = 13t2 — 49t + 30.
T — 2z +br = (4t — 4) expt.
T +4x + 7x = 10sint — 2 cost.

&+ 231 + 62 = 3t exp(—/3t).
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§8. Réponses des équations différentielles
completes de second ordre
r =12 —3t+ Crexpt + Cyexp(2t).
x = 3exp(3t) + Cy exp(—t) + Cyexp(2t).
x = Cyexp(—3t) + (—4t + Cs) exp(—2t).
z = 2t* + C1 + Co exp(—3t).
x = exp(—3t) — exp(2t) + Cy exp(—t) + Cyexpt.
Tr = (t2 -+ Clt -+ Cg) exp(2t)
14 _ 23 1,

x=(—3t"— PR Cit + Cy) exp(—t).
x =sint 4 (C1t + Cy) exp(V/3t).

o1 1 1
x = sin §t + 2 cos §t + (Cit + Cy) exp(§t).

3
= (sint 4+ C1t + Cy) exp(—ét).

r = (2t + C})sin2t + (Cy — t) cos 2t.

3V3 3V3 )
x=1t*—3t+ 1+ [Cicos T\/_t + Cysin T\/_t] exp(ﬁt).
x = [t — 1+ Cjcos2t + Cysin 2t] exp .
x =sint — cost + [C] cos V3t + Oy sin \/gt] exp(—2t).

x = [t + Oy cos /3t + Cysin v/3t] exp(—+/3t).
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