
§9. Recherche des solutions particulières des
équations di¤érentielles complètes de second ordre

Equation di¤érentielle avec second membre un polynôme
Une équation di¤érentielle complète avec second membre un polynôme

s�écrit comme suit

A
::
x+B

:
x+ Cx = P (t) = ant

n + an�1t
n�1 + :::+ a2t

2 + a1t+ a0: (1)

Il est à remarquer que la solution particulière x1(t) de l�équation di¤éren-
tielle (1) est de la forme d�un polynôme de même degré que P (t); c�est à
dire

x1(t) = bnt
n + bn�1t

n�1 + :::+ b2t
2 + b1t+ b0; (2)

les dérivées première et seconde des deux membres de la solution x1(t) don-
nent

:
x1(t) = nbnt

n�1 + (n� 1)bn�1tn�2 + :::+ 2b2t+ b1;
::
x1(t) = n(n� 1)bntn�2 + (n� 1)(n� 2)bn�1tn�3 + :::+ 2b2:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète (1); on obtient par identi�cation le système suivant8>>>>><>>>>>:

Cbn = an;
Bnbn + Cbn�1 = an�1;
An(n� 1)bn +B(n� 1)bn�1 + Cbn�2 = an�2;
...
2Ab2 +Bb1 + Cb0 = a0:

Remarque 1
Tous les coe¢ cients de la solution particulière x1(t) s�exprime en fonction

du terme C en dénominateur et par conséquent, ce dernier doit être di¤érent
de zéro. Autrement dit, l�équation di¤érentielle (1) doit contenir le terme C
en x(t) non nul.

Remarque 2
Si la constante C = 0: C�est à dire, l�équation di¤érentielle (1) ne possède

pas de terme en x(t); l�identi�cation des deux membres de l�équation (1)

1



pour la même fonction x1(t) est incompatible. D�où la solution particulière
x1(t) doit être sous la forme suivante

x1(t) = t(bnt
n + bn�1t

n�1 + :::+ b2t
2 + b1t+ b0): (3)

Proposition 1
� Si le terme C en x(t) dans l�équation di¤érentielle complète (1) est non

nul, alors la solution particulière x1(t) est un polynôme de même degré que
le second membre.

Proposition 2
� Si le terme C en x(t) dans l�équation di¤érentielle complète (1) est

nul, alors la solution particulière x1(t) est un polynôme t fois un polynôme
de même degré que le second membre.

Exemple 1
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x+

:
x� 2x = 2t2 � 4t+ 1

Solution
Le terme C en x(t) est égal à 2 6= 0; alors la solution particulière x1(t)

est un polynôme de même degré que le polynôme du second membre

x1(t) = a2t
2 + a1t+ a0;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = 2a2t+ a1;
::
x1(t) = 2a2:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient

�2a2t2 + (2a2 � 2a1)t+ 2a2 + a1 � 2a0 = 2t2 � 4t+ 1;

par identi�cation, on aura le système8<:
�2a2 = 2 ) a2 = �1;
2a2 � 2a1 = �4 ) a1 = 1;
2a2 + a1 � 2a0 = 1 ) a0 = �1:
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D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = �t2 + t� 1:

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (�t2 + t� 1) + x2(t):

Exemple 2
Résoudre l�équation di¤érentielle incomplète suivante

::
x+

:
x = t2 + 3t� 2

Solution
On remarque que le terme C en x(t) est nul, alors la solution particulière

x1(t) est un polynôme t fois un polynôme de même degré que le polynôme
du second membre

x1(t) = t(a2t
2 + a1t+ a0) = a2t

3 + a1t
2 + a0t;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = 3a2t

2 + 2a1t+ a0;
::
x1(t) = 6a2t+ 2a1:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

incomplète, on obtient

3a2t
2 + (6a2 + 2a1)t+ 2a1 + a0 = t

2 + 3t� 2;

par identi�cation, on aura le système8<:
3a2 = 1 ) a2 =

1
3
;

6a2 + 2a1 = 3 ) a1 =
1
2
;

2a1 + a0 = �2 ) a0 = �3:
D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) =
1

3
t3 +

1

2
t2 � 3t:
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La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle incomplète est la
somme de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (
1

3
t3 +

1

2
t2 � 3t) + x2(t):

Exemple 3
Résoudre l�équation di¤érentielle incomplète suivante

::
x = 12t2 � 6t+ 2

Solution
On remarque que les termes C en x(t) et B en

:
x(t) sont nuls, alors la

solution particulière x1(t) est un polynôme t2 fois un polynôme de même
degré que le polynôme du second membre

x1(t) = t
2(a2t

2 + a1t+ a0) = a2t
4 + a1t

3 + a0t
2;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = 4a2t

3 + 3a1t
2 + 2a0t;

::
x1(t) = 12a2t

2 + 6a1t+ 2a0:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

incomplète, on obtient

12a2t
2 + 6a1t+ 2a0 = 12t

2 � 6t+ 2;

par identi�cation, on aura le système8<:
12a2 = 12 ) a2 = 1;
6a1 = �6 ) a1 = �1;
2a0 = 2 ) a0 = 1:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = t
4 � t3 + t2:

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle incomplète est la
somme de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (t
4 � t3 + t2) + x2(t):
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Equation di¤érentielle avec second membre une exponentielle

Une équation di¤érentielle complète avec second membre une exponen-
tielle s�écrit comme suit

A
::
x+B

:
x+ Cx = D exp(�t): (4)

Il est à remarquer que la solution particulière x1(t) de l�équation di¤éren-
tielle (4) doit être une fonction en exponentielle de même forme que le second
membre

x1(t) = K exp(�t); (5)

� L�exposant du secondmembre n�est pas une racine de l�équation
caractéristique
Si l�exposant � du second membre D exp(�t) de l�équation di¤érentielle

(4) n�est pas une racine de l�équation caractéristique de l�équation di¤éren-
tielle (4); c�est à dire

A�2 +B� + C 6= 0;
alors la solution x1(t) garde sa forme donnée par (5); les dérivées première
et seconde des deux membres de la fonction x1(t) donnent

:
x1(t) = K� exp(�t);
::
x1(t) = K�2 exp(�t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète (4); on obtient par identi�cation la relation suivante

K(A�2 +B� + C) exp(�t) = D exp(�t);

après simpli�cation, il vient

K =
D

A�2 +B� + C
; avec A�2 +B� + C 6= 0:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) =
D

A�2 +B� + C
exp(�t):
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La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
D

A�2 +B� + C
exp(�t) + x2(t):

Exemple 4
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

2
::
x� 3 :x� 3x = 5 exp(3t):

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

2�2 � 3�� 3 = 0;

dont les racines sont �1 =
3 +

p
33

2
et �2 =

3�
p
33

2
:

L�exposant du second membre � = 3 de l�équation di¤érentielle n�est pas
une racine de l�équation caractéristique, d�où la solution particulière x1(t)
est une fonction en exponentielle de même forme que le second membre

x1(t) = K exp(3t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = 3K exp(3t);
::
x1(t) = 9K exp(3t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient par identi�cation la relation suivante

K =
5

6
:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) =
5

6
exp(3t):
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La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
5

6
exp(3t) + x2(t):

� L�exposant du second membre est une racine de l�équation
caractéristique
Il peut arriver dans l�équation di¤érentielle (4) que l�exposant � du second

membre D exp(�t) de l�équation di¤érentielle (4) soit égal à une des racines
simples de l�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle (4); c�est à
dire

A�2 +B� + C = 0;

d�où il est impossible de calculer la constante K se trouvant dans la solution
particulière (5):
Pour le faire, on utilise la méthode de variation des constantes

x1(t) = K(t) exp(�t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (

:

K +K�) exp(�t);
::
x1(t) = (

::

K + 2
:

K�+K�2) exp(�t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète (4); on obtient par identi�cation la relation suivante

A
::

K + (2A�+B)
:

K = D:

La solution de cette équation di¤érentielle de second ordre sans le terme
en K est de la forme

K = C1t:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = C1t exp(�t) =
D

2A�+B
t exp(�t); avec 2A�+B 6= 0:
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La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
D

2A�+B
t exp(�t) + x2(t):

Exemple 5
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� 3 :x+ 2x = 4 exp(2t)

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

�2 � 3�+ 2 = 0;

dont les racines sont �1 = 1 et �2 = 2:
L�exposant du second membre � = 2 étant une racine simple de l�équation

caractéristique, d�où on utilise la méthode de variation des constantes pour la
solution particulière x1(t) donnée comme fonction en exponentielle de même
forme que le second membre

x1(t) = K(t) exp(2t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (

:

K + 2K) exp(2t);
::
x1(t) = (

::

K + 4
:

K + 4K) exp(2t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient par identi�cation la relation suivante

::

K +
:

K = 4:

La solution de cette équation sans le terme en K est de la forme

K(t) = C1t:
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D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = 4t exp(2t):

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = 4t exp(2t) + x2(t):

� L�exposant du secondmembre est une racine double de l�équation
caractéristique
Il peut arriver dans l�équation di¤érentielle (4) que l�exposant � du second

membreD exp(�t) de l�équation di¤érentielle (4) soit égal à une racine double
de l�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle (4); c�est à dire

A�2 +B� + C = (x+
B

2A
) = 0;

d�où il est impossible de calculer la constante K se trouvant dans la solution
particulière (5):
Pour le faire, on utilise la méthode de variation des constantes

x1(t) = K(t) exp(�t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x(t) = (

:

K +K�) exp(�t);
::
x(t) = (

::

K + 2
:

K�+K�2) exp(�t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète (4); on obtient par identi�cation la relation suivante

A
::

K = D:

La solution de cette équation di¤érentielle de second ordre avec second
membre une constante sans les termes en K et en

:

K; doit être de la forme

K =
D

2A
t2:
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D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) =
D

2A
t2 exp(�t):

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
D

2A
t2 exp(�t) + x2(t):

Exemple 6
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� 6 :x+ 9x = 4 exp(3t)

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

�2 � 6�+ 9 = 0;

dont les racines sont �1 = �2 = 3:
L�exposant du second membre � = 3 étant une racine double de l�équation

caractéristique, d�où on utilise la méthode de variation des constantes pour la
solution particulière x1(t) donnée comme fonction en exponentielle de même
forme que le second membre

x1(t) = K(t) exp(3t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x(t) = (

:

K + 3K) exp(3t);
::
x(t) = (

::

K + 6
:

K + 9K) exp(3t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient par identi�cation la relation suivante

::

K = 4:
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La solution de cette équation sans le terme en K et en
:

K est de la forme

K(t) = 2t2:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = 2t
2 exp(3t):

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = 2t
2 exp(3t) + x2(t):

Remarque 3
Le cas où le second membre de l�équation di¤érentielle complète (4) est

une somme d�exponentielles, la solution particulière x1(t) de cette équation
est la somme des solutions particulières yi(t) traitées séparément.

Exemple 7
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� :

x� 2x = exp(3t) + 3 exp t

Solution
Le second membre de l�équation di¤érentielle est une somme de deux

exponentielles, d�où pour l�a résoudre, on doit traiter les deux équations
suivantes

::
x� :

x� 2x = exp(3t);
::
x� :

x� 2x = 3 exp t:

La première solution particulière y1(t) de la première équation est une
fonction en exponentielle de même forme que le second membre

y1(t) = K1 exp(3t);

d�où cette solution est donnée par

y1(t) =
1

4
exp(3t):
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La deuxième solution particulière y2(t) de la deuxième équation est une
fonction en exponentielle de même forme que le second membre

y2(t) = K2 exp t;

d�où cette solution est donnée par

y2(t) = �
3

2
exp t:

La solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle complète est la
somme des deux solutions particulières obtenues y1(t) et y2(t)

x1(t) = y1(t) + y2(t) =
1

4
exp(3t)� 3

2
exp t

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
1

4
exp(3t)� 3

2
exp t+ x2(t):
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Equation di¤érentielle avec second membre produit d�une ex-
ponentielle et un polynôme
Une équation di¤érentielle complète avec un second membre produit d�une

exponentielle et un polynôme s�écrit comme suit

A
::
x+B

:
x+ Cx = P (t) exp(�t) (6)

Posons la solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle (6) sous la
forme

x1(t) = y(t) exp(�t); (7)

où y(t) est une fonction inconnue, les dérivées première et seconde des deux
membres de la fonction x1(t) donnent

:
x1(t) = (

:
y + �y) exp(�t);

::
x1(t) = (

::
y + 2�

:
y + �2y) exp(�t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x1(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète (3); on obtient par identi�cation la relation suivante

A(
::
y + 2�

:
y + �2y) +B(

:
y + �y) + Cy = P (t);

ou encore
A
::
y + (2�A+B)

:
y + (A�2 +B� + C)y = P (t): (8)

L�équation di¤érentielle (8) est une équation di¤érentielle complète avec
second membre un polynôme P (t): D�où la solution y(t) est simple à obtenir
par identi�cation.
� Si l�exposant � n�est pas une racine de l�équation caractéristique de

l�équation di¤érentielle (6); alors le troisième terme du premier membre de
l�équation (8) est non nul. D�où la solution de l�équation (8) prend la forme

y(t) = Q(t); avec d�Q(t) = d�P (t):

� Si l�exposant � est une racine simple de l�équation caractéristique de
l�équation di¤érentielle (6); alors le troisième terme du premier membre de
l�équation (8) est nul. D�où la solution de l�équation (8) prend la forme

y(t) = tQ(t) avec d�Q(t) = d�P (t):
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� Si l�exposant � est une racine double de l�équation caractéristique de
l�équation di¤érentielle (6); le deuxième et le troisième terme du premier
membre de l�équation (8) sont nuls. D�où la solution de l�équation (8) prend
la forme

y(t) = t2Q(t) avec d�Q(t) = d�P (t):

Exemple 8
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� 4 :x+ 3x = (2t2 + 1) exp(2t):

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

�2 � 4�+ 3 = 0;

dont les racines sont �1 = 1 et �2 = 3:
Posons la solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle sous la

forme
x1(t) = y(t) exp(2t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (

:
y + 2y) exp(2t);

::
x1(t) = (

::
y + 4

:
y + 4y) exp(2t):

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient la relation suivante

::
y � y = 2t2 + 1:

Le troisième terme du premier membre de cette équation est non nul,
car l�exposant � = 2 n�est pas une racine de l�équation caractéristique de
l�équation di¤érentielle. D�où la fonction inconnue y(t) prend la forme

y(t) = a2t
2 + a1t+ a0;

ce qui implique par la suite la relation suivante

2a2 � (a2t2 + a1t+ a0) = 2t2 + 1;
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par identi�cation, on aura le système8<:
�a2 = 2 ) a2 = �2;
�a1 = 0 ) a1 = 0;
2a2 � a0 = 1 ) a0 = �5:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = y(t) exp(2t) = (�2t2 � 5) exp(2t):

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (�2t2 � 5) exp(2t) + C1 exp(t) + C2 exp(3t):

Exemple 9
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� 4 :x+ 3x = (2t2 + 1) exp t:

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

�2 � 4�+ 3 = 0;

dont les racines sont �1 = 1 et �2 = 3:
Posons la solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle sous la

forme
x1(t) = y(t) exp t;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (

:
y + y) exp t;

::
x1(t) = (

::
y + 2

:
y + y) exp t:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient la relation suivante
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::
y � 2 :y = 2t2 + 1:

Le troisième terme du premier membre de cette équation est nul, car
l�exposant � = 1 est une racine de l�équation caractéristique de l�équation
di¤érentielle. D�où la fonction inconnue y(t) prend la forme

y(t) = t(a2t
2 + a1t+ a0);

ce qui implique par la suite la relation suivante

�6a2t2 + (6a2 � 4a1)t+ 2a1 � 2a0 = 2t2 + 1;
par identi�cation, on aura le système8>>><>>>:

�6a2 = 2 ) a2 = �
1

3
;

6a2 � 4a1 = 0 ) a1 = �
1

2
;

2a1 � 2a0 = 1 ) a0 = �1:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = y(t) exp t = (�
1

3
t3 � 1

2
t2 � t) exp t

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (�
1

3
t3 � 1

2
t2 � t) exp t+K1 exp t+K2 exp(3t):

Exemple 10
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� 2 :x+ x = (2t2 + 1) exp t:

Solution
L�équation caractéristique de l�équation di¤érentielle s�écrit aussitôt

�2 � 2�+ 1 = 0;

dont les racines sont �1 = �2 = 1:

16



Posons la solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle sous la
forme

x1(t) = y(t) exp t;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (

:
y + y) exp t;

::
x1(t) = (

::
y + 2

:
y + y) exp t:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient la relation suivante

::
y = 2t2 + 1:

Le troisième et le deuxième terme du premier membre de cette équation
sont nuls, car l�exposant � = 1 est une racine double de l�équation carac-
téristique de l�équation di¤érentielle. D�où la fonction inconnue y(t) prend
la forme

y(t) = t2(a2t
2 + a1t+ a0);

ce qui implique par la suite la relation suivante

12a2t
2 + 6a1t+ 2a0 = 2t

2 + 1;

par identi�cation, on aura le système8>>><>>>:
12a2 = 2 ) a2 =

1

6
;

6a1 = 0 ) a1 = 0;

2a0 = 1 ) a0 =
1

2
:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = y(t) exp t = (
1

6
t4 +

1

2
t2) exp t

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = (
1

6
t4 +

1

2
t2) exp t+ (C1t+ C2) exp t:
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Equation di¤érentielle avec second membre une fonction trigonométrique
Une équation di¤érentielle complète avec un second membre une fonction

trigonométrique s�écrit comme suit

A
::
x+B

:
x+ Cx = D1 sin�t+D2 cos�t (9)

Il est à remarquer que la solution particulière x1(t) de l�équation dif-
férentielle (9) est une fonction trigonométrique de même forme que le second
membre

x1(t) = K1 sin�t+K2 cos�t; (10)

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = K1� cos�t�K2� sin�t;
::
x1(t) = �K1�

2 sin�t�K2�
2 cos�t:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient la relation suivante

A(�K1�
2 sin�t�K2�

2 cos�t) +B(K1� cos�t�K2� sin�t)
+C(K1 sin�t+K2 cos�t) = D1 sin�t+D2 cos�t;

après identi�cation, on aura le système�
K1(C � A�2)�K2B� = D1;

K1�B +K2(C � A�2) = D2:
(11)

dont le déterminant est donné par

� = (C � A�2)2 + �2B2;
� Si le déterminant du système (11) n�est pas nul, alors les constantes K1

et K2 sont simples à calculer.
� Si le déterminant du système (11) est nul, alors il faut que l�on ait le

système suivant �
(C � A�2) = 0 ) C = A�2;
�B = 0 ) B = 0:
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Le cas où le déterminant du système (11) est nul, c�est à dire B = 0
et C = A�2; le terme en

:
x n�existe pas dans l�équation di¤érentielle et la

solution particulière x1(t) prend la forme suivante

x1(t) = t(K1 sin�t+K2 cos�t) (12)

Exemple 11
Résoudre l�équation di¤érentielle complète suivante

::
x� :

x� 2x = 2 sin 3t+ 5 cos 3t

Solution
La solution particulière x1(t) de l�équation di¤érentielle est une fonction

de même forme que le second membre

x1(t) = K1 sin 3t+K2 cos 3t;

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = 3K1 cos 3t� 3K2 sin 3t;
::
x1(t) = �9K1 sin 3t� 9K2 cos 3t:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient le système suivant�
�11K1 + 3K2 = 2;
�3K1 � 11K2 = 5:

Le déterminant � du système est non nul, � = 130 6= 0; alors les coe¢ -
cients K1 et K2 sont comme suit

K1 = �
37

130
; K2 = �

49

130
:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = �
37

130
sin 3t� 49

130
cos 3t:
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La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) = �
37

130
sin 3t� 49

130
cos 3t+ x2(t):

Exemple 12
Résoudre l�équation di¤érentielle suivante

::
x+ 4x = 3 cos 2t

Solution
Le fait que les termes B = 0 et C = A�2 ; La solution particulière x1(t)

de l�équation di¤érentielle est de la forme

x1(t) = t(K1 sin 2t+K2 cos 2t);

les dérivées première et seconde des deux membres de la fonction x1(t) don-
nent

:
x1(t) = (2K1t+K2) cos 2t� (2K2t�K1) sin 2t;
::
x1(t) = �(4K1t+ 4K2) sin 2t� (4K2t� 4K1) cos 2t:

Portons les expressions
::
x1(t);

:
x2(t) et x1(t) dans l�équation di¤érentielle

complète, on obtient le système suivant�
�4K2 = 0;
4K1 = 3:

) K2 = 0; K1 =
3

4
:

D�où la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) =
3

4
t sin 2t:

La solution générale x(t) de l�équation di¤érentielle complète est la somme
de la solution particulière x1(t) et la solution générale x2(t) de l�équation
di¤érentielle sans second membre

x(t) = x1(t) + x2(t) =
3

4
t sin 2t+ x2(t):
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Remarque 5
Si le second membre de l�équation di¤érentielle (9) est de la forme

K sin2 �t ou K cos2 �t;

la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = K1 sin
2 �t+K2 cos

2 �t+K3 sin�t cos�t

Remarque 6
Si le second membre de l�équation di¤érentielle (9) est de la forme

(D1 sin�t+D2 cos�t) exp(�t);

la solution particulière x1(t) est donnée par

x1(t) = (K1 sin�t+K2 cos�t) exp(�t):
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§7. Exercices sur les équations di¤érentielles
complètes de second ordre

Résoudre les équations di¤érentielles de second ordre suivantes

1)
::
x� 3 :x+ 2x = 2t2 � 12t+ 11:

2)
::
x� :

x� 2x = 12 exp(3t):

3)
::
x+ 5

:
x+ 6x = �4 exp(�2t):

4)
::
x+ 3

:
x = 12t+ 4:

5)
::
x� x = 8 exp(�3t)� 3 exp(2t):

6)
::
x� 4 :x+ 4x = 2 exp(2t):

7)
::
x+ 2

:
x+ x = (�2t2 + 4t+ 1) exp(�t):

8)
::
x� 2

p
3
:
x+ 3x = 2 sin t� 2

p
3 cos t:

9) 4
::
x� 4 :x+ x = 4 sin 1

2
t� 2 cos 1

2
t:

10) 4
::
x+ 12

:
x+ 9x = �4 sin t exp(�3

2
t):

11)
::
x+ 4x = 4 sin 2t+ 8 cos 2t:

12)
::
x� 5 :x+ 13x = 13t2 � 49t+ 30:

13)
::
x� 2 :x+ 5x = (4t� 4) exp t:

14)
::
x+ 4

:
x+ 7x = 10 sin t� 2 cos t:

15)
::
x+ 2

p
3
:
x+ 6x = 3t exp(�

p
3t):
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§8. Réponses des équations di¤érentielles
complètes de second ordre

1) x = t2 � 3t+ C1 exp t+ C2 exp(2t):

2) x = 3 exp(3t) + C1 exp(�t) + C2 exp(2t):

3) x = C1 exp(�3t) + (�4t+ C2) exp(�2t):

4) x = 2t2 + C1 + C2 exp(�3t):

5) x = exp(�3t)� exp(2t) + C1 exp(�t) + C2 exp t:

6) x = (t2 + C1t+ C2) exp(2t):

7) x = (�1
6
t4 � 2

3
t3 +

1

2
t2 + C1t+ C2) exp(�t):

8) x = sin t+ (C1t+ C2) exp(
p
3t):

9) x = sin
1

2
t+ 2 cos

1

2
t+ (C1t+ C2) exp(

1

2
t):

10) x = (sin t+ C1t+ C2) exp(�
3

2
t):

11) x = (2t+ C1) sin 2t+ (C2 � t) cos 2t:

12) x = t2 � 3t+ 1 + [C1 cos
3
p
3

2
t+ C2 sin

3
p
3

2
t] exp(

5

2
t):

13) x = [t� 1 + C1 cos 2t+ C2 sin 2t] exp t:

14) x = sin t� cos t+ [C1 cos
p
3t+ C2 sin

p
3t] exp(�2t):

15) x = [t+ C1 cos
p
3t+ C2 sin

p
3t] exp(�

p
3t):
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