§1. Théoreme de Hahn-Banach

Rappels
On rappelle les propriétés importantes que peuvent posséder les relations
binaires entre les éléments d’'un méme ensemble E.

e Réflexivité
Une relation R dans un ensemble E est dite réflexive dans E si, on a

VexeF, zRux.

e Transitivité
Une relation R dans un ensemble F est dite transitive dans £ si, on a

TRy
Vax,yzekE, si et = aRz.
YRz

e symétrie
Une relation R dans un ensemble F est dite symétrique dans F si, on

Ve,ye E, si 2Ry = yRzx

e Antisymétrie
Une relation R dans un ensemble E est dite antisymétrique dans E si,
on a

TRy
Va,ye E, si et = x=y.
yRx

Relation d’ordre

Une relation d’ordre est une relation entre les éléments de ’ensemble F,
qui est a la fois

e réflexive, transitive et antisymétrique dans F.

Souvent la relation d’ordre "R ”est notée par 7 <

7

et que l'on dit

x "est inférieur ou égal a7 y.



Relation d’ordre total

En général, une relation d’ordre sur un ensemble £ ne permet pas de
comparer tous les éléments de I’ensemble. Cependant, si pour n’importe
quels deux éléments = et y de E, on a

r<y ouy=su,
on dit que la relation est d’ordre est total.

Ensemble totalement ordonné
Un ensemble E est dit totalement ordonné s’il est muni d’une relation
d’ordre total (<).

Relation d’ordre partiel
Une relation qui n’est pas totalement ordonné est dite partiellement or-
donnée.

Ensemble partiellement ordonné
Un ensemble qui n’est pas totalement ordonné, est dit partiellement or-
donné.

Majorant d’un ensemble
Un sous ensemble A de £ muni d’une relation d’ordre notée 7 < 7 est
dit majoré s’il existe un élément M € E tel que,

Vae A onaa< M,

M est appelé majorant de A.

Minorant d’un ensemble
Un sous ensemble A de £ muni d’une relation d’ordre notée 7 <7 est
dit minoré s’il existe élément m € E tel que,

Vae A, ona m<a,

m est appelé minorant de A.

Ensemble borné
Un ensemble A est dit borné s’il est a la fois majoré et minoré.



Borne supérieure d’un ensemble
Le plus petit des majorants d’un ensemble A s’il existe est appelé borne
supérieure de A et que I'on note sup A. Autrement dit

Va€e A, ona a<supA,
de plus
Ve >0, dag € A, supA — e < ayp.

Borne inférieure d’un ensemble
Le plus petit des minorants d’un ensemble A s’il existe est appelé borne
inférieure de A et que 'on note inf A. Autrement dit

Vae A, ona inf A <a,
de plus
Ve >0, dag € A, a9 <infA-+e.

Maximum d’un ensemble
Un élément M de A est dit maximum de A ou plus grand élément de A
s’il est un majorant de A. Autrement dit

MeA VYVace A, ona a< M.

Minimum d’un ensemble
Un élément m de A est dit minimum de A ou plus petit élément de A s’il
est un minorant de A. Autrement dit

meA Vae A, ona m<a.

Maximal d’un ensemble
Un élément N de A est dit maximal de A s’il n’existe pas un élément de
A plus grand que ’élément N. Autrement dit

N e A, sipoura€ A, ona N <a entraine N = a.



Minimal d’un ensemble
Un élément n de A est dit minimal de A §’il n’existe pas un élément de
A plus petit que I'élément n. Autrement dit

n € A, sipour a € A, ona a <n entraine n = a.

Remarque 1
Notons que, tout élément maximum est un élément maximal, la réciproque
est généralement fausse.

Prolongement d’une relation d’ordre
Soit R une relation d’ordre dans un ensemble F et soit R’ une relation
définie sur un sous ensemble A de F telle que

Vi,y € A, ona (zR'y & 2Ry).

La relation R’ est une relation d’ordre; la réflexivité, la transitivité et
Pantisymétrie de R’ résultent de celles de R, on dit alors que R est un
prolongement de R’ ou bien la relation R prolonge de R’ ou bien R’ est une
restriction de R a A.

Lemme de Zorn
Soit E un ensemble ordonné, si tout sous ensemble A de E totalement
ordonné admet un majorant, alors E admet un élément maximal.

Opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K = R ou C, on dit
que I'application U définie sur F dans I’ est une application linéaire ou un
opérateur linéaire si

Ve,ye E,Va,f €K, ona U(ax+ By) = aU(z)+ SU(y).

Fonctionnelles linéaires
On appelle fonctionnelle linéaire tout opérateur linéaire U défini sur F a
valeurs dans le corps des scalaires K.

Remarque 2

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires définis sur £ dans F, et que
l'on note L(E, F'), est un espace vectoriel sur le méme corps K, muni des
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opérations algébriques suivantes
U(x) = Ul(l’) + Ug(l’) € L(E, F), A Ul, U, € L(E, F),
de plus
Uo(x) =XU(x) € L(E,F), YU € L(E,F), VA e K.

Dual algébrique
On appelle dual algébrique de E et que l'on note ET ’ensemble des
fonctionnelles linéaires L(E, K).

Normes et semi-normes

Soit E un espace vectoriel, une fonction N définie sur F & valeurs dans
R, est dite

e Semi-additive, si

Vz,y€ E, ona N(z+y) <N(z)+N(y).

e Positivement homogene, si

VAeR,,Vz € E, ona N(\zx)=IN(x).

e Homogene, si

VAeK,Vx e E, ona N(A\z)=|\|N(x).

Semi normes
Une semi norme est une fonction N définie sur £ dans R, semi-additive
et homogéne

Propriétés

e Une semi norme N définie sur £ dans R passe toujours par 'origine

En effet, il suffit de prendre A = 0 et utilisons I’homogénéité de la semi-
norme N, d’ou

N(0) = N(0.2) = 0.N(x) = 0.

e Une semi norme N définie sur E dans R est toujours positive
En effet,

0=N(0) = N(x+(—x))
N(z) + N(—z) = 2N (z).

IN
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D’oul la positivité de la norme

N(z) > 0.

e Une semi norme N définie sur F dans R a la propriété suivante

Ve,y € B, | N(x) = N(y) IS N(z —y).

En effet, la semi-additivité de la semi norme N entraine

N () N —y+y)

< Nz —y) +N(y)
D’ou 'inégalité suivante
N(z) =Nly) < N(z —y)

de la méme facon, on permute les éléments x et y avec le fait que 'on
ait N(x —y) = N(y — z), on obtient le résultat voulu.

Normes
On appelle norme toute semi-norme N , définie sur £ dans R, vérifiant
la condition
N(z) =0 entraine z = 0.

Prolongement
Une fonction g définie sur un ensemble E est dite prolongement d’une
fonction f définie sur un sous ensemble F' de F, si

f(z) = g(x) pour tout x € F

Théoréme de Hahn-Banach

Soit E un espace vectoriel sur R et N une semi-norme définie sur E.
Soit fy une fonctionnelle linéaire définie sur un sous espace vectoriel F' de
E, telle que

fo(z) < N(x), Vzx€F.



alors, il existe une fonctionnelle linéaire f, définie sur E tout entier pro-
longeant la fonctionnelle fy et vérifiant sur l’espace E la condition

f(z) <N(z), VxeE.

Démonstration

Considérons 'ensemble H B de tous les couples (M, g) vérifiant les con-
ditions suivantes

e [’ensemble M est un sous espace vectoriel de £ contenant F, M C E
et I'' C M.

e La fonctionnelle g est linéaire définie sur M avec g un prolongement

de fo.
e La fonctionnelle g vérifie 'inégalité g(z) < M(z), Vo e M.
L’ensemble H B n’est pas vide, car il contient au moins le couple (F, fy),

(F, fo) e HB= HB # 0.
Soit 7 <7 la relation d’ordre définie sur H B par

(Mlvgl) < (M2792>
=
My C My et g, prolongement de g;.

Soit H By un sous ensemble totalement ordonné de ’ensemble H B alors,
on a le lemme suivant

lemme 1
L’ensemble My défini par

MO = U{Mv (Mag) € HB0}7

est un sous espace vectoriel de E.

En effet, si x,y € My, il existe d’apres la définition de M, des sous espaces
M et M, tels que x € My et y € My avec la condition

(Mb gl)a (M2> 92) < HBO

L’ensemble H By étant totalement ordonné, alors les éléments (M, g1) et
(Ms, g2) sont comparables. Autrement dit

(My, g1) < (Ms, g2),

7



d’ot, de la relation M; C M,, on a x,y € M,, ’ensemble M; étant un sous
espace vectoriel, alors

pour tout A et u de R, c’est a dire que M, est un sous espace vectoriel.

Pour tout x € M, il existe un sous espace vectoriel M, contenant x et une
fonctionnelle g définie sur M avec (M, g) € H By, la fonctionnelle gy définie
sur le sous espace My par go(z) = g(x) pour tout = € M est linéaire, de plus,
(Mo, go) € H By présente un majorant de ’ensemble H By. D’apres le lemme
de Zorn, I'ensemble HB admet un élément maximal. Soit (Myax, Gmax) et
élément.

Premier cas
e Si M.« = E, alors la fonction cherchée f n’est autre que gpax.

Deuxiéme cas

o Si M. # E, alors il existe un élément z¢ € F, tel que xg ¢ Mp.x et
xog ¢ My, d’ou tout sous espace de la forme M + xy en particulier F' + xg
n’est pas inclus dans M., ni dans M.

Soit G = F + xp un sous espace vectoriel de E contenant F, dont ses
éléments sont représentés sous la forme

FCG avecG={x=axy+2 ou 2'€F, aecR}.

Lemme 2
Pour tout x1,x9 € F, on a la relation

fo(ze) = N(=zo + 22) < —folx1) + N (w0 + z1).

En effet, il est aisé de voir que 1'on ait

folx) + folza) = fol@1 + 22) < N(21 + 22)
= N(ZL‘0+$1—ZB0+1’2)
S N(l’o + ZL’l) +N(—CUO + [Eg),

d’ou le résultat voulu



Jo(z2) = N(—xzo + 22) < —folx1) + N(zo +21), Va2 € F.
Soient A et B deux réels donnés par

A = sup [fo(22) — N(—w0 + 22)] < will”g;[—fo(ﬂfl) + N (2o +21)] = B,

T2€F
alors pour tout élément hg, tel que A < hy < B, on définit sur G une
fonctionnelle f par
f(x) = ahy+ fo(2') avec x = axg+ ', 2’ € F.

Lemme 3
La fonctionnelle f est linéaire sur G, de plus f est un prolongement de

Jo-

En effet, pour tout x,y € G et A,y € R, on a
r=oarg+x et y=pPxy+y,

ou encore
e+ py = (Aa+ pB)xe + A’ + py'.

D’ou la composition par f nous donne

fQz+py) = (Aa+ pB)ho+ Mfola") + pfo(y)
Maho + fo(2')) + p(Bho + fo(y'))
= M(@)+nf(y)

De plus, de la relation
f(x) =aho+ fo(z), VzxeG, aeR,
alors pour o = 0, on obtient z = 2’ et f est un prolongement de fj.

Lemme 4
La fonctionnelle f définie sur G vérifie la relation suivante

f(z) <N(x), z€G
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En effet, soit « un réel positif a > 0, alors pour tout x € G, on a

f(x) ahg + fo(x')
aB + fo(a')

ool ) + N o+ L))+ fola)

N(axy + 2')
= N(z).

On a utilisé la fait que

IA

IN

/

B = inf[—fo(z1) + N(zo + 21)] et % S

r1EF

Pour « un réel négatif a < 0, alors pour tout x € G, on a

f(x) ahy + fo(x')
aA + fo(z")

ol fo(==) = N0+ (== )] + fola)
= fol=2') = N(=am —2)] + fol)

= —fo@) + N(azo + 2))] + fo(2)
N(axy + 2')

= N(z).

On a utilisé la fait que

IN

IN

/

A = sup[—fo(@1) + N(—z0 + 21)] et — TeF
r1EF o

D’ou pour tout a € R, on a l'inégalité suivante
f(2) < N(@) Va € G,

ce qui implique que I’élément (G, f) € HB car,on a FF C G et f prolonge
fo, de plus le couple (G, f) n’est pas un élément maximal. Contradiction
avec 'hypotheése M.« # E, ce qui donne le résultat voulu.

Remarque

La démonstration du théoréme de Hahn-Banach se base sur le lemme
fondamental de Zorn.
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