§3. Théoreme de Banach-Steinhaus

Théoréme 1

Soient E et F' deux espaces Banach et {A,(x)} une suite d’opérateurs
linéaires et continus définie sur E dans F, si la suite A,(x) converge vers
un opérateur A, alors cet opérateur est linéaire et continu de plus, on a

[A]l < liminf [|A4,[.

Démonstration
Il est clair que 'opérateur A est linéaire

Alax + By) = nlLIEOAn(Ozx + 5y)
= lim (ad,(z) + A,.(y))
= alim A,(z)+ S lim A, (y)
= adA(z) + BA(Y).
La suite des opérateurs {A,,} étant continue alors, on a
|An(2)|| < C|lz||, YneN et Vo e L,
passons a la limite, on obtient

Tim [[An(2)[] = [[A(2)]| < Cllzl|, Ve € E.

D’ou la continuité de 'opérateur A.
Pour I’évaluation de la norme ||A|| de 'opérateur A, on écrit

[An ()] < [ Aal[l]l

passons & la limite des deux membres, on obtient

[A@)| = lim A, )]

< lim inf || A, | [l
n—oo



D’ou il vient
|A]| < lim inf ||A,].

Théoréme 2 (Evaluation de la norme)

Soient E et F deux espaces normés et A un opérateur défini sur E dans
F, si Uopérateur A est borné dans la boule B(xo,7), alors la norme ||A| de
cet opérateur est aussi bornée, de plus, on a la relation suivante

Ve B(x,r), [Al)] <M,

implique .,
A < —.

r

Démonstration
Pour tout y € B(0,1), on a

T =x0+ry € B(xg,r),

ou encore
|z — ol = [Iryll = 7yl < r.
D’ou la relation
1
AW = llACH)]
1

— ~JlA(2) - Alwo)|

< (1A + Ao
2M
< T

Passons au suprimum des deux membres, on obtient

2M
sup [|A(y)] = =,

lyll<1

ou encore oM
Al < ==.

Espaces de Baire



Soit (E,||.]]) un espace normé, on dit que E est un espace de Baire si
pour toute famille d’ouverts (F,),en de E, telle que

vneN; E,=FE implique NE, = E,

neN

ou encore pour toute famille de fermés (F,,),cny de E, telle que

Vn € N; int F,, = ( implique int(UF},,) = 0.
neN
Théoréme 3 ( Théoréme de Baire)
Tout espace de Banach (E,||.||) est un espace de Baire

Démonstration
Soit (E,)nen une famille d’ouverts telle que

VvneN, E,=E.

Montrons que I'intersection de tout les éléments de cette famille NE,, est
neN
dense dans l'espace E, cela revient a dire que pour tout x € E, les boules

ouvertes B(z,¢) de centre = et de rayon € ont une intersection non vide avec
chaque élément de la famille (E,,),cn car ces derniers sont denses dans F, en
particulier avec E; c’est a dire

Ve >0, Vx € E, dx; € F; tel que ||z — a1 <,

ou encore

Blx,e) N E, £ 0,

cette intersection étant ouverte comme intersection de deux ouverts B(x, ) et
E; il existe alors p; > 0 et 1 € B(x,¢) N E tels que

B(x1,p,) C B(x,e) N Ey #0.

L’élément x; € F, les boules ouvertes B(x1,¢) de centre x; et de rayon
ont une intersection non vide avec chaque élément de la famille (E,,),cn car
ces derniers sont denses dans F, en particulier avec Fy c’est a dire

Ve >0, Va; € E, Jxy € E; tel que ||z — 22| < g,

ou encore

B(xbg) N E2 7£ Q)a
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cette intersection étant ouverte comme intersection de deux ouverts B(z1, ¢) et
E, il existe alors p, > 0 et xo € B(x1, py) N Ey tels que

B(I27p2) - B(Ibpl) N E2 ?A ®7

ou encore, il vient

B(za, py) C B(x,e) N Ey N Ey
D’ou, on peut construire par récurrence deux suites p,, et x,, telles que

B(anrl’ pn+1) C B(xTH pn) N En+1 7é wa
ou encore, il vient

B(wns1, Pusa) © Bl2,2) 0 (N En).

Il en résulte que la suite x,, est de Cauchy dans un espace de Banach,
d’ott la converge de cette derniére vers I'élément zy € B(w,,p,) pour tout
n € N car, on a

Vp,qg >n;  x,, x4 € B(xn,p,)

Autrement dit, il vient

Ve >0, Vo€ E, Jz0 € NE, tel que ||z — || < e & E =NE,.
neN neN

Théoréme 4 ( Théoréeme de Banach-Steinhaus 1)

Soit {A,(x)} une suite d’opérateurs définie sur un espace de Banach E
dans un espace normé F, si la suite A, (z) est bornée en chaque point x de
E, alors les normes de ces opérateurs ||A,|| sont aussi bornées. Autrement
dit, on a

VaoeFE, sup||A,.(z)] < oo = sup|A,| < occ.

Démonstration
Supposons que la suite {||A,||} n’est pas bornée, alors la fonctionnelle
définie par
p(x) = sup [[An(z)]
est aussi non bornée dans aucune boule, car si p(x) est bornée dans une
boule, alors d’aprés le théoréme d’évaluation des normes, les normes || A, ||
seront aussi bornées.



Soit Ej 'ensemble ouvert, donné par
Ey={z € E, p(z) > k},

alors cet ensemble est dense dans E pour tout k > 1 car, on a pour tout
x € E, on peut trouver un zy € B(x,¢) tel que p(xg) > k (il est donné
que p(x) est non bornée dans la boule B(z,¢)) c’est a dire xy € Ej, d’ou la
densité de E), dans F.

D’apres le théoreme de Baire il existe un zg € :riEk, tel que que la
fonctionnelle
p(x0) = sup || Ay (o) = oo.

D’oti, on obtient le résultat voulu

sup ||Anll =00 = Jxo € E, sup ||A,(z0)]] = 0.

Théoréme 5 ( Théoréme de Banach-Steinhaus 2)

Soit {A,} une suite d’opérateurs linéaires continus, définie sur un espace
de Banach E dans un espace de Banach F, la suite {A,} converge vers un
opérateur linéaire continu A, si et seulement si

e Les normes || A, des opérateurs A, sont bornées

o La suite {A,(x)} est de Cauchy pour tout élément de l’ensemble G
dense dans E.

Démonstration
Condition suffisante
La densité de 'ensemble GG dans £ donne

G=FE&Ve>0,VreE Jycd, telque ||z —y| <e.
la suite {4, } étant de Cauchy pour les éléments de G alors, on a
Ve>0,3NeN, telque Vp,g> N, ona |A,(y) — A,y <e.

D’ou pour tout x € E, on a

[Ap(x) = Ag(2)| = [[Ap(z) = Ag(2) + Ap(y) = Ap(y) + Ag(y) — Ag(y)]
< [[A(Y) = Al + 1 4p(2) = ()l + [ Ag(z) = Ag(w)l
< e+ (1Apll + [[AlD) [l =y
< (1+20)e.



L’espace F' étant complet, alors il existe un opérateur linéaire continu A,
tel que
lim A, (z) = A(z).
Condition nécessaire
La suite d’opérateurs linéaires continus {A,} converge vers 'opérateur
linéaire continu A, d’ou elle est de Cauchy pour tout élément de E et par

conséquent pour tout élément de G' dense dans E. De plus, les normes || A4, ||
et ||Al| sont bornées pour tout n € N.

Théoréme 6 (Théoreme de I’application ouverte)

Soit A un opérateur linéaire continu et surjectif, défini sur un espace de
Banach E dans un espace de Banach F', alors il existe une constante positive
a > 0 telle que

BF(O, Oé) C A(BE(O, 1))

Corollaire 1
Soit A un opérateur vérifiant le théoréme de ['application ouverte, alors
limage de tout ouvert V de E est un ouvert A(V') de F.

Démonstration
L’opérateur A étant surjectif, alors pour tout y € A(V) il existe z € V
tel que

y = A(z),

cela veut dire qu’il existe € > 0 tel que
BE(I‘, 8) C V,

ou encore

La composition par 'opérateur A des deux membres nous donne
A(x) + A(Bg(0,¢)) C A(V).
Appliquons le théoréme de I'application ouverte, on obtient
y+ Br(0,ae) C A(z) + A(Bg(0,¢)) C A(V),

ou encore

Br(y,ea) C A(V).
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Théoréme 7 (Théoreme des opérateurs inverses)
Soit A un opérateur borné et bijectif, défini sur un espace de Banach E
dans un espace de Banach F, alors Uopérateur inverse A~' est aussi borné.

Démonstration
Il en résulte immédiatement du théoréme de I'application ouverte, ’application
A étant bijective, continue et ouverte elle donc bicontinue. D’oti, on a

A€ L(E,F), A bijectif implique A™'¢€ L(F,E)

Espaces Produits
Soient E et F' deux espaces normés, on appelle espace produit que 1’'on
note E x F' Pensemble des couples z = (z,y), muni des opérations suivantes

azy + Bzo = (awy + By, ayr + By2), avec 21 = (T1,41), 22 = (T2,92)
et a, 0 des scalaires. On muni cet espace par la norme dite de graphe

121 =1l (2, 9) =zl + [yl

Remarque 1
L’espace produit E x F est un espace de Banach si E et F' sont des espaces
Banach.

Graphes

soit A un opérateur défini sur le sous espace D(A) C E a valeurs dans
le sous espace R(A) C F, on appelle graphe de A le sous ensemble G(A) C
E x F défini par

G(A) ={(z,y), v € D(A), y = A(z)} C E X F,
ou encore
G(A) = {(z,A(z)); € DA} CEXF,
de plus G(A) est un sous espace de E x F.

Opérateurs fermés



On dit que 'opérateur A est fermé, si toute suite z,, d’éléments de D(A),
converge vers x telle que la suite A(x,) soit convergente vers y alors, on a

r € D(A) et y= A(x)

ou encore
On dit que lopérateur A est fermé, si toute suite (z,, A(x,)) d’éléments
de G(A) converge vers (x,y) alors, on a

(x,y) € G(A) avec la relation y = A(z).

Remarque 1
Un opérateur A est fermé, si et seulement si son graphe G(A) est ferme.

Remarque 2
Tout opérateur continu A linéaire ou non linéaire a un graphe fermé.

Remarque 3
Un opérateur A fermé n’est pas nécessairement borné. (sauf s’il est défini
sur tout un espace de Banach E.)

Théoréme 8 (de graphe fermé)

Soit A un opérateur linéaire, défini sur un espace de Banach E a valeurs
dans un espace de Banach F, si le graphe G(A) est fermé dans E x F, alors
A est continu.

Démonstration

Soit P 'opérateur de projection défini sur le graphe (G(A), ||z||z+||A(2)||F),
muni de la norme ||z|| g + ||A(2z)||r dans espace (E, ||z||g), muni de la norme
]|, par

P:GA) — E
(l’,A(ZL’)) - P(ZE,A(I)) =z,

Iopérateur de projection P est borné car, on a

2l < llzlle + [[A(@)]|r,



I’opérateur de projection P est bijectif car, on a
Vx € E, il existe un seul couple (x, A(z)) du graphe fermé tel que P(z, A(z)) = x.

D’aprés le théoréme des opérateurs inverses, I'opérateur P! est borné
d’ot, on a la relation
)

[A@)[r + llzlle < Cllz]le,

ou encore

[A@) | r < (C = Djz]|e,

ce qui implique la continuité de 'opérateur A.
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