
§12. Fonctions de Liapounov

Soit le système d�équations suivant

:
x = f(t; x); (1)

où les vecteurs x et f sont donnés comme suit

x = (x1; x2; :::; xn)
t; f = (f1; f2; :::; fn):

Lemme (Liapounov)
Soit le système d�équations (1); supposons que
1- Les fonctions fi(t; x); i = 1; 2; :::; n soient continues pour t0 � t <1;

aussi j x j< �0; �0 > 0:
2- les fonctions fi(t; 0) = 0; i = 1; 2; :::; n:
3- Il existe une fonction V (x) dite de Liapounov, continûment di¤éren-

tiable, telle que 8<: � V (x) � 0; et V (x) = 0, x = 0;

�
Xn

j=1

@V (x)

@xj
fj(t; x) � 0:

(2)

Alors la solution nulle du système (1) est stable.
De plus, si on a

nX
j=1

@V (x)

@xj
fj(t; x) � �W (x); (3)

où W (x) est une fonction continue véri�ant

W (x) � 0; et W (x) = 0, x = 0:

Alors la solution nulle est asymptotiquement stable.
Démonstration
partie1
Soit � 2]0; �0[; posons

K� = fx 2 Rn; j x j2=
nX
i=1

x2i = �2g; et V� = min
x2K�

V (x):
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Il aisé de voir que V� > 0; le fait que la fonction V (x) est continue et
s�annule à l�origine, Alors on peut trouver un � > 0; tel que � < � et on a

8� > 0; 9� > 0; j x j� � < � ) V (x) < V�:

Soit la fonction x = '(t) une solution du système (1); alors

dV (x)

dt
=

nX
j=1

@V (x)

@xj

:
xj =

nX
j=1

@V (x)

@xj
fj(t; x):

D�après (2); on remarque que la fonction V (x) ne croît jamais le long
d�une courbe intégrale x = '(t) solution du système (1) quand t � t0:
Supposons qu�il existe une fonction x =  (t); t � t0 où le point initial

x0 =  (t0) se trouve à l�intérieur de K�; autrement dit

x0 =  (t0) 2 K� )j x0 j=j  (t0) j� �; t � t0;

telle que pour t = t1 > t0 la fonction x1 =  (t1) se trouve dans K�;
autrement dit

x1 =  (t1) 2 K� )j x1 j=j  (t1) j= �; t = t1 > t0:

Alors lorsque t croît le long de courbe x =  (t); on a

V (x)t=t0 = V ( (t0)) < V� � V ( (t1) = V (x)t=t1 ;

ce qui contredit le fait que la fonction V (x) ne croît pas quand le temps
t croît. D�où la con�rmation que toutes les courbes intégrales x = '(t)
solution du système (1) avec le point initial x0 = '(t0) pour t = t0 se trouvant
à l�intérieur de K� ne peuvent jamais atteindre K� lorsque t croît, d�où la
stabilité.
partie2
Prenons un � > 0; tel que � = �(�): Alors toutes les courbes intégrales

x = '(t) avec le point initial x0 = '(t0) à l�intérieur deK� restent à l�intérieur
de K� lorsque t croît
Exemple1
Soit le système d�équations suivant� :

x = �xy4
:
y = x4y; :
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étudier la stabilité de la solution nulle.
Solution
Posons

V (x; y) = x4 + y4:

On remarque que la fonction V (x; y) satisfait aux conditions de Liapounov
car
- V (x; y) est continûment di¤érentiable
- V (x; y) � 0 et V (x; y) = 0, x = y = 0:
De plus, on a

dV (x; y)

dt
=
@V (x; y)

@x

:
x+

@V (x; y)

@y

:
y = 4x3(�xy4) + 4y3(x4y) = 0:

D�où la stabilité de la solution nulle.
Exemple2
Soit l�équation suivante

:
x = �ax; avec a > 0:

étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle.
Solution
Soit les fonctions

V (x) = x2 et W (x) = 2ax2:

Alors, on a

dV (x)

dt
=
@V (x)

@x

:
x = 2x(�ax) = �2ax2 = �W (x):

Les conditions du lemme étant véri�ées, alors la solution nulle est asymp-
totiquement stable.
Exemple3
Soit le système d�équations suivant� :

x = �x3 � y
:
y = x� y3;

étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle.
Solution
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Posons
V (x; y) = x2 + y2 et W (x; y) = 2(x4 + y4):

On remarque que la fonction V (x; y) satisfait aux conditions de Liapounov
car
- V (x; y) est continûment di¤érentiable
- V (x; y) � 0 et V (x; y) = 0, x = y = 0:
De plus, on a

dV (x; y)

dt
=

@V (x; y)

@x

:
x+

@V (x; y)

@y

:
y = 2x(�x3 � y) + 2y(x� y3) = 0

= �2(x4 + y4) = �W (x; y) � 0:

Les conditions du lemme étant véri�ées, alors la solution nulle est asymp-
totiquement stable.
Exemple4
Soit le système d�équations suivant

:
xi =

nX
j=1

aij(t)xj; i = 1; 2; :::; n;

avec les conditions�
aij(t) = �aji(t) si i 6= j
aii(t) � 0 si i = j; i; j = 1; 2; :::; n:

Etudier la stabilité et la stabilité asymptotique de la solution nulle.
Solution
Posons

V (x) = V (x1; x2; :::; xn) =
nX
i=1

x2i :

Alors, on a

dV (x)

dt
=

nX
i=1

@V (x)

@xi

:
xi = 2

nX
i=1

xi

nX
j=1

aij(t)xj

= 2

nX
i=1

nX
j=1

aij(t)xixj = 2

nX
i=1

aii(t)x
2
i � 0:

D�où la stabilité de la solution nulle.
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Notons que si on trouve un indice k tel que akk < 0; 8t � 0; alors la
fonction

W (x) = �2
nX
i=1

aii(t)x
2
i ;

assure la stabilité asymptotique de la fonction nulle.
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