§12. Fonctions de Liapounov

Soit le systéme d’équations suivant
z = f(t,x), (1)

ol les vecteurs x et f sont donnés comme suit

T = (x17$27---7xn)t7 f = (f17f27---7fn)'

Lemme (Liapounov)

Soit le systéeme d’équations (1), supposons que

1- Les fonctions fi(t,x), i = 1,2,...,n soient continues pour ty < t < 00,
aussi | © |< €, € > 0.

2- les fonctions f;(t,0) =0, i=1,2,...,n.

3- Il existe une fonction V(z) dite de Liapounov, continiment différen-
tiable, telle que

e V(z)>0; et V(z)=0&2=0,
N W) fi(t,z) <0. @)

Jj=1 (%vj

Alors la solution nulle du systéme (1) est stable.
De plus, si on a

> T ) < W o) ®)

ot W(x) est une fonction continue vérifiant
Wi(x)>0; et W(z)=0<z=0.

Alors la solution nulle est asymptotiquement stable.
Démonstration

partiel

Soit € €]0, €[, posons

reK,

K.={r€R" |z|*= Zx? =}, et V. = minV(z).
i=1
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Il aisé de voir que V; > 0, le fait que la fonction V' (z) est continue et
s’annule & 'origine, Alors on peut trouver un § > 0, tel que § < € et on a

Ve>0,30 >0, |[z|<d<e =V(r)<V.

Soit la fonction z = ¢(t) une solution du systeme (1), alors

)%
Zax] z, Z ()

Jj=1 Jj=1

(L, 7).

D’aprés (2), on remarque que la fonction V(x) ne croit jamais le long
d’une courbe intégrale z = ¢(t) solution du systéme (1) quand ¢ > t.
Supposons qu’ il existe une fonction x = (t), t > ty ou le point initial

2% =1 (ty) se trouve a l'intérieur de Kj, autrement dit

¥ = (to) € Ks =] 2% |=] ¢(to) [< 6, t > 1o,

telle que pour t = t; > ty la fonction ' = 1 (¢;) se trouve dans K.,
autrement dit

xl = w(tl) S Ke :>| 561 ‘:| w(t1> |: €, t=11 > 1.
Alors lorsque t croit le long de courbe x = 1)(t), on a

V(@)= = V(¥ (to)) < Ve S V(4 (t1) = V(@)1=

ce qui contredit le fait que la fonction V'(x) ne croit pas quand le temps
t croit. D’ou la confirmation que toutes les courbes intégrales © = ¢(t)
solution du systéme (1) avec le point initial 2° = (t) pour t = t se trouvant
a l'intérieur de K5 ne peuvent jamais atteindre K, lorsque ¢ croit, d’ou la
stabilité.

partie2

Prenons un § > 0, tel que 6 = d(¢). Alors toutes les courbes intégrales
x = (t) avec le point initial 2° = (ty) a I'intérieur de K; restent a I'intérieur
de K. lorsque t croit

Exemplel

Soit le systéme d’équations suivant

{i;:—xy4
4
y=xy,.
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étudier la stabilité de la solution nulle.
Solution
Posons

Vz,y) =a* + 4

On remarque que la fonction V' (z, y) satisfait aux conditions de Liapounov
car
- V(z,y) est continiiment différentiable
-V(z,y)>0et V(z,y) =0 2=y =0.
De plus, on a
dVi(z,y)  OV(x,y).  V(z,y).

— :43_ 4 434 —0.
o 5 ot oy Y v (—wy”) + 4y (2%y) =0

D’ou la stabilité de la solution nulle.
Exemple2
Soit I’équation suivante

r = —ax, aveca > 0.

étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle.
Solution
Soit les fonctions

V(z)=2* et W(z)=2az>
Alors, on a

dV(x) _ oV (z)

- . _ 2 _
o o L= 2x(—ax) 2ax W(zx).

Les conditions du lemme étant vérifiées, alors la solution nulle est asymp-
totiquement stable.

Exemple3

Soit le systéeme d’équations suivant

{ rT=—-13—y

o 3

Yy=r -1y,

étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle.
Solution



Posons
Viz,y) =2 +y* et W(z,y)=2(a"+y).

On remarque que la fonction V' (z, y) satisfait aux conditions de Liapounov
car

- V(x,y) est contintiment différentiable

-V(z,y) >0et V(z,y) =0 =y=0.

De plus, on a

dV(z,y)  OV(x,y).  OVi(xy).
dt ox v dy Y
= 20t +yY) = —W(z,y) <0,

Les conditions du lemme étant vérifiées, alors la solution nulle est asymp-
totiquement stable.

Exemple4

Soit le systéme d’équations suivant

T; = Zaij(t)xj, i=1,2...n
j=1

avec les conditions

aij(t) = —a;(t) si i#j
&“<t) <0 si s :j, Z,j = 1,2, ., N

Etudier la stabilité et la stabilité asymptotique de la solution nulle.

Solution
Posons :
V(-T) = V(.Tl,l’g, ,.QTn) = Zaj?
i=1
Alors, on a

dv
dS;U) _ Z 8:52 _QZLZGU
= ZZZCLU xlx]—QZau :U <0.

=1 j=1

D’ou la stabilité de la solution nulle.
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Notons que si on trouve un indice k£ tel que ag, < 0, Vt > 0, alors la
fonction

W(z) = —2Zaii(t)x?,

assure la stabilité asymptotique de la fonction nulle.
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