Equations de Laplace

Méthode de séparation de variables (Méthode de Fourier)

1. Probléme homogéne avec conditions initiales

( 0%u  O%u

Pu Zuo ato ()
(P) = u(t,0) =0, u(t,l)=0, 1>0. (1.2)
w00 =), 20Ty

Pour résoudre ce probléme, on doit chercher une solution particuliére non
identiquement nulle pour I'équation (1.1) satisfaisant aux conditions (1.2)
et (1.3) sous la forme d’un produit de deux fonctions I'une dépend unique-
ment de ¢ que ’on note T'(¢) et Pautre dépend uniquement de = notée X (z).
Autrement dit, la solution particuliere u(¢, x) doit étre donnée sous la forme

u(t,x) =T(t).X(z). (1.4)

Apres substitution de la solution particuliére u(t, z) dans I’équation (1.1),
on obtient
T(t X" (x
——( ) = —( ) (1.5)
T  X(x)

Il est a remarquer que le premier membre de ’équation (1.5) dépend
uniquement de la variable t et le second membre dépend uniquement de la
variable z, ce qui implique que ’égalité (1.5) ne peut avoir lieu que si les deux
membres ne dépendent ni de la variable ¢ ni de la variable z. Autrement dit,
les deux membres sont égaux a une constante que I’on note .

1. Premier cas \ > 0.

Prenons \ = 2



Pour cette valeur de A = u2, on a ’équation suivante

T() _ X"z) _

Tt) X))

D’ou il vient )
T(t) + p*T(t) =0, (1.6)
X"(z) — p*X(x) = 0. (1.7)
Ces équations différentielles (1.6) et (1.7) admettent les solutions générales
suivantes

~

T(t) = Acosut + Bsin ut, (1.8)
X(x) = Ce!'" 4+ De 1, (1.9)

ou A, B, C et D sont des constantes arbitraires. Portons les expressions
de X(z) et T'(t) dans (1.4), on obtient la solution particuliere u(t,z) de
I’équation (1.1) sous la forme

u(t,z) = (Acosut + Bsin ut) (Ce'” 4+ De ") .

Cherchons maintenant les constantes C' et D de telles sorte que les con-
ditions (1.2) du probléme (P;) soient vérifices. C’est & dire, on écrit

u(t,0) = THX(0) =0, wu(t,]) = T(#)X(I) = 0.

Bien entendu, 7'(t) # 0 sinon, on doit avoir u(t,z) = 0, contradiction
avec le fait que la solution particuliére u(t, z) est non nulle. D’ot, on obtient
X(0) =0 et X(I) = 0. Portons ces valeurs z = 0 et = [ dans 1’équation
(1.9), on obtient le systéme suivant

Cx14+4Dx1=0,
Cett + De=# = 0.

De la premiére équation, on tire C' = —D ce qui donne de la deuxiéme
équation la relation suivante

C (e“l - e’“l) =0.

D’ou C'= D = 0 et par conséquent u(t,z) = 0 ce qui contredit ’hypothése.



2. Deuxiéeme cas A = 0.

Pour cette valeur de A = 0, on a I’équation suivante

T(t) _ X"(x)

2 = 0.
)  X(x)
D’ou il vient
T(@t) =0, (1.10)
X"(z) = 0. (1.11)
Ces équations différentielles (1.10) et (1.11) admettent les solutions générales
suivantes
T(t) = At + B, (1.12)
X(z) =Cz+ D, (1.13)

ou A, B, C et D sont des constantes arbitraires. Portons les expressions
de X(z) et T'(t) dans (1.4), on obtient la solution particuliere u(t,z) de
I’équation (1.1) sous la forme

u(t,z) = (At + B) (Cz + D).

Cherchons maintenant les constantes C' et D de telles sorte que les con-
ditions (1.2) du probléme (P;) soient vérifices. C’est a dire, on écrit

u(t,0) = T(H)X(0) =0, u(t,])=TH)X() = 0.

Bien entendu, T'(t) # 0 sinon, on doit avoir u(t,z) = 0, contradiction
avec le fait que la solution particuliére u(t, z) est non nulle. D’ot, on obtient
X(0) =0 et X(I) = 0. Portons ces valeurs x = 0 et x = [ dans I’équation
(1.13), on obtient le systéme suivant

Cx0+D=0,
Cl+D=0.

De la premiére équation, on tire D = 0 ce qui donne de la deuxieme
équation la relation suivante

Cl=0.
D’ou C'= D = 0 et par conséquent u(t,z) = 0 ce qui contredit ’hypothése.



3. Troisiéme cas A < 0.

Prenons \ = — 2
Pour cette valeur de A = —p2, on a ’équation suivante
I _ X'@) _
()  X(x)
D’ou il vient
T(t) — *T(t) =0, (1.14)
X"(z) + p* X (z) = 0. (1.15)
Ces équations différentielles (1.14) et (1.15) admettent les solutions générales
suivantes
T(t) = Ae" + Be ", (1.16)
X(x) = C cos pzr + D sin ux, (1.17)

ou A, B, C et D sont des constantes arbitraires. Portons les expressions
de X(x) et T(t) dans (1.4), on obtient la solution particuliere u(t,z) de
I’équation (1.1) sous la forme

u(t,z) = (Ae " + BeM) (C cos px + D sin px) .

Cherchons maintenant les constantes C' et D de telles sorte que les con-
ditions (2) du probléme (Py) soient vérifiées. C’est a dire, on écrit

u(t,0) = T(HX(0) =0, u(t,]) = T(#)X(I) = 0.

Bien entendu, 7'(t) # 0 sinon, on doit avoir u(t,z) = 0, contradiction
avec le fait que la solution particuliére u(t, ) est non nulle. D’ot, on obtient
X(0) =0 et X(I) = 0. Portons ces valeurs x = 0 et = [ dans 1’équation
(1.17), on obtient le systéme suivant

Cx1+Dx0=0,
C cos ul + D sin pul = 0.

De la premiere équation, on tire C' = 0 ce qui donne de la deuxiéme
équation la relation suivante

Dsin pul = 0,
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avec D # 0 sinon, on aura X (x) = 0 et par conséquent u(t,z) = 0 ce qui
contredit ’hypothese. D’otu la relation

sin pul = 0,

ou encore

pl=nm=p=-2 n=12 . (1.18)

Ta
Ce qui donne la fonction X (z) sous la forme
nm

X(x) = Dsin i (1.19)

Remarque 1

Dans 'expression (1.18), on ne peut pas donner la valeur n = 0 car dans
ce cas la fonction X (x) devient nulle et par le suite la solution particuliére
u(t, ) sera nulle aussi.

Pour les mémes valeurs de p, expression (1.16) devient

nm

T(t)=Ae 1 '+ Bell, n=1,2,.. (1.20)

On remarque que pour chaque valeur de n, on obtient une valeur pour
i, ce qui nous force d’écrire la solution dans I’expression (1.4) vérifiant les
conditions (1.2) sous la forme

U (t,x) = <An€_%t + Bnenl_ﬂt> sin nTﬂa: (1.21)

Remarque 2

Pour chaque valeur de n, on a une valeur de i et par conséquent une
valeur A notée A, et une valeur de B notée B,,. Bien entendu, la constante
D est incluse dans ces valeurs.

L’équation (1.1) étant linéaire et homogene, alors la somme des solutions

de I'équation (1.1) est aussi une solution de cette équation, ce qui donne la
représentation de la solution u(¢, x) sous forme d’une série

u(t,z) = u(t, o), (1.22)



ou encore

u(t,x) = Z (Ane_nl_wt + Bne%g sin . (1.23)

11 faut noter que la série (1.22) est solution de I’équation (1) uniquement
si elle est convergente ainsi que les séries obtenues aprés dérivation terme a
terme par rapport & x et a t.

De plus, la série (1.22) doit satisfaire aux conditions aux limites (1.3).
D’ou il faut choisir les coefficients A,, et B, d’une facon adéquate.

Posons t = 0 dans la série (1.23), on obtient

Z (A, + B,) sm?x:go(x),
n=1

ou encore

ngn sin —m (1.24)

La convergence de la série (1.24) et le développement de la fonction ¢, (x)
en série de Fourier sur I'intervalle |0, /[ nous force a donner les coefficients A,,
sous la forme

9 [l
O = 7/ ©(x) sin nl—ﬁxdx (1.24)
0

Dérivons les termes de la série (1.23) par rapport a ¢ et posons ¢t = 0 dans
la série dérivée, on obtient

ou = nw nm . nm
y —ila7) &= Z <_TA" + TBn> sin —-z = Y(x),

n=1
ou encore .
Y(x) = Z¢ sin g, (1.26)
n=1 ! l

La convergence de la série (1.25) et le développement de la fonction ¢ (z)
en série de Fourier sur U'intervalle |0, /[ nous force & donner les coefficients B,
sous la forme

!
:%/ @b(m)sinnTﬂxdx. (1.27)
0



b, = —"l—ﬂAn n ”TWBn (1.28)

Remarque 3

Il est & noter que la solution du probléme est donnée par la formule

ut,2) = Y Tu(O)Xu(x) = 3 Tt sin ”—l”x (1.29)



2. Probléme nonhomogeéne sans conditions initiales

( 0%u  O%u
St = k), at0  (21)
(Py) = < u(t,0)=0, u(t,l)=0, 1>0. (2.2)
| u(0.2) =0, au(aot, 2 _y (2.3)

Résolution du probléme (F)
La fonction cherchée u(t, z) est sous la forme d’une série

ut,z) = S T(t)Xa(e) = S T(t) sin ”—l”x (2.4)

Suivant les fonctions propres X, (x) = sin ?:c du probléeme de Sturm
Liouville
X"+AX =0, X(0)=X()=0.

Portons (2.4) dans (2.1), il vient

i <Tn(t) + (?)QTR(@) sin ?m = f(t,z). (2.5)

n=1

Développons la fonction f(¢,x) dans I'intervalle |0,[ en série de Fourier
en sinus, on obtient

f(t,z) =" fult)sin -, (2.6)

9
i AP 7/ f(t,z)sin nl—ﬁa:da:, n=1,2... :
0

et comparons (2.5) et (2.6), on obtient les équations différentielles suiv-

antes
nma

T0)+ ("7%) Tult) = £u(0), (2.7)

avec

9
fult) = 7/ f(t,z)sin ?xdx, n=12 .. .
0
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En résolvant ces équations pour les conditions initiales nulles

T,(0)=0, T,0)=0 n=12 ..,

(2.8)



3. Probléme nonhomogeéne avec conditions initiales

( %—i—%:f(t,@, a#0. (3.1)
(Py) = 4 u(t,0)=0, u(t,l)=0, 1>0. (3.2)
w00 =), P0D —y). (39)

Pour résoudre le probléme (P3), on doit chercher la solution sous la forme
d’une somme
u(t,z) = v(t,x) + w(t, x), (3.4)

ou v(t, x) est solution du probléme (P;) suivant

( *v  O*w
ﬁ‘i‘@—@, a;«é(). (3.5)
(P) = < v(t,00=0, v(tl)=0, [>0. (3.6)
ov(0, x
000 =), 20D _ ) @)
v(t,x) = i (A e T'+B enlﬂt> sin g
i = n n l )

ol les coefficients A,, et B,, sont solution du systéme

o, =An+ By

avec

2 [ 2 [
%, = —/ () sin Txda:, Y, = —/ Y (z) sin " dz
A l A l

et w(t, z) est solution du probléme (Fz)
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( *w  OPw
el + £ = f(t,z), a#0. (3.8)
(P) = < w(t,0)=0, w(tl)=0, [>0. (3.9)
ow(0
w(0,z) = 0, duw0,2) _ o (3.10)
\ ot
La solution du probléme (P;) s’obtient comme suit
u(t,z) = nz:; (Ane_%t + Bne%t> sin ?m + nz:; T,(t) sin ?w,

avec T, (t) sont définies par la formule qui donne la solution de I’équation
(2.7) satisfaisant aux conditions (2.8).
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4. Probléme nonhomogéne avec conditions initiales et conditions
aux limites

( %—k%:f(t,x), a # 0. (4.1)

(P4 ) = u<t’ 0) = Nl(t)7 u<t7 l) = M2(t)7 [>0. (42)
B ou(0,z)

w00 = o), 20D o). @)

On cherche la solution du probléme (P;) sous la forme

u(t,z) = v(t,x) + w(t,x), (4.4)
avec w(t, z) prend la forme
%

w(t,r) = py(t) + ] (p2(t) — 1y (1)), (4.5)

(c’est une fonction vérifiant les conditions aux limites données) et v(¢, x)
est une solution du probléme (P;) suivant

( 0%v 0% 9*w , O%w
(Ps) = o(t,0)=0, v(t,)=0, 1>0. (4.7)

ov(0,z) ow(0, z)
000 oy - 200D 4

L U(()?w) & (101($> o w(()?m)a
Nous sommes ainsi conduit & un probléme (P3) pour la fonction v(t, x).

Remarque

On réussit parfois a obtenir une fonction wu(t, z) satisfaisant a I’équation
non homogene (4.1) du probléme (P,) et aux conditions aux limites données
(4.2) du probléme (Py). On cherche alors la solution du probléme (P) sous la
forme u(t,z) = v(t,z) + w(t,z) et on constate que la fonction v(t, z) vérifie
I'équation nonhomogene (4.6) du probléme (Pj), les conditions aux limites
(4.7) et les conditions initiales (4.8).
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