
§2. Espaces de Banach

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on appelle une norme

sur l�espace E toute fonction notée k:k dé�nie sur E à valeurs dans R; telle
que

� kxk = 0, x = 0

� k�xk = j�j kxk ; 8 x 2 E; 8 � 2 K
� kx+ yk � kxk+ kyk ; 8 x; y 2 E

Espaces Normés
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C; on dit que E est un

espace vectoriel normé s�il est muni d�une norme k:k :

Proposition 1
Tout espace vectoriel normé (E; k:k) est un espace métrisable.

Démonstration
Pour tout x; y 2 E; on dé�nit la fonction � par

�(x; y) = kx� yk :
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a

�(x; y) = kx� yk = 0;

ou encore
x� y = 0:

D�où l�égalité
x = y:

Il est évident de voir que la distance �(x; y) est symétrique

�(x; y) = kx� yk
= ky � xk = �(y; x):
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Pour l�inégalité triangulaire, on écrit

�(x; y) = kx� yk = k(x� z) + (z � y)k
� kx� zk+ kz � yk
= �(x; z) + �(z; y):

Suites de Cauchy
Soit xn une suite d�éléments d�un espace normé (E; k k); on dit que la

suite xn est de Cauchy si, on a la relation suivante

8" > 0; 9N"; 8p; q � N"; on a kxp � xqk < ":

lemme 1
Soit xn une suite de Cauchy dans un espace normé (E; k.k) contient une

sous suite xnk convergente vers x alors la suite xn est aussi convergente vers
le même élément x:

Démonstration
Soit xn une suite de Cauchy alors il vient

8" > 0; 9N"; 8p; q � N"; on a kxp � xqk < ";

en particulier pour nk � N"; on a

8p; nk � N"; kxp � xnkk < "

avec la convergence de la suite xnk vers x

nk � N"; kxnk � xk < "

D�où la convergence de la suite xn vers l�élément x

8p; nk � N"; kxp � xk = kxp � x+ xnk � xnkk
� kxp � xnkk+ kxnk � xk < "

Espaces complets
Un espace vectoriel normé (E; k:k) est dit complet, si toute suite de

Cauchy xn d�éléments de E est une suite convergente dans E:
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Autrement dit,

8" > 0; 9N" 2 N; 8p; q � N"; on a kxp � xqk < ";

Implique l�existence d�un élément x 2 E tel que

lim
n!1

xn = x:

Espaces de Banach
On appelle espace de Banach (E; k:k) tout espace vectoriel normé et com-

plet pour la distance déduite de sa norme.

Espaces produits
Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés sur le même

corps K = R ou C; alors l�espace produit E � F dé�ni par

G = E � F = f(x; y); tels que x 2 E et y 2 Fg;

est un espace vectoriel normé sur K; par l�une des normes produits suivantes

� k(x; y)k1 = kxkE + kykF 8 x 2 E ; y 2 F
� k(x; y)kP = (kxk

p
E + kyk

p
F )

1
p 8 x 2 E ; y 2 F ; 1 < p <1

� k(x; y)k1 = maxfkxkE + kykFg 8 x 2 E ; y 2 F

Opérateurs continus
Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A dé�ni sur un sous

ensemble G � E dans F est dit continu au point x0 de G si on a, la propriété
suivante
Pour toute suite xn de G converge vers x0; la suite A(xn) converge vers

A(x0); c�est à dire

lim
n!1

A(xn) = A( lim
n!1

xn) = A(x0):

Remarque 1
L�opérateur A est dit continu sur G; s�il est continu en chaque point de

l�ensemble G:
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Théorème 1
Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé�ni sur un

sous ensemble G � E dans F; est dit continu partout sur G s�il est continu
en un point x0 de G:

Démonstration
Soit xn une suite convergente vers x alors cette suite peut s�écrire comme

sous la forme

xn = [x0 + (xn � x)] + (x� x0);
= yn + (x� x0):

Il est clair que la suite yn est une suite convergente vers l�élément x0

lim yn = lim[x0 + (xn � x)] = x0;

la composition des deux membres par l�opérateur A; donne

A(xn) = A(x0 + (xn � x)) + A(x� x0)
= A(yn) + A(x� x0):

L�opérateur A étant continu au point x0 alors, il vient

limA(xn) = limA(yn) + A(x� x0)
= A(x0) + A(x)� A(x0)
= A(x):

Opérateurs bornés
Un opérateur linéaire A dé�ni sur E dans F est dit borné s�il existe une

constante positive C > 0; telle que

kA(x)kF � CkxkE; 8 x 2 E: (1)

Proposition 2
La plus petite des constantes C véri�ant la relation (1) est appelée norme

de A notée kAk et donnée par

kAk = sup
x 6=0

kA(x)kF
kxkE

= sup
kxk=1

kA(x)kF = sup
kxk�1

kA(x)kF : (2)
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Démonstration
En e¤et, de la relation (1); les constantes C s�écrivent

kA(x)kF
kxkE

� C; 8x 2 E; x 6= 0:

D�où, il est simple de voir que la plus petite des constantes C notée kAk
s�écrit comme suit

kAk = sup
x 6=0

kA(x)kF
kxkE

:

De plus, on écrit

kAk = sup
x 6=0

kA(x)kF
kxkE

;

= sup
x 6=0





 1

kxkE
A(x)






F

;

= sup
x 6=0





A( x

kxkE
)






F

;

= sup
kxk=1

kA(x)kF ::

D�où la deuxième égalité

kAk = sup
kxk=1

kA(x)kF :

Pour la troisième égalité, il est clair que l�on a la relation

sup
kxk=1

kA(x)kF � sup
kxk�1; x 6=0

kA(x)kF :

De plus, pour tout x 2 E tel que kxk � 1 et x 6= 0; on écrit

kA(x)kF = kxkE




A( x

kxkE
)






F

;

� sup
kxk=1

kA(x)kF ;

ou encore
kA(x)kF � sup

kxk=1
kA(x)kF :
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Passons au suprimum sur la boule fermée B(0; 1) des deux membres, on
obtient

sup
kxk�1; x 6=0

kA(x)kF � sup
kxk=1

kA(x)kF :

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup
kxk=1

kA(x)kF = sup
kxk�1; x 6=0

kA(x)kF :

D�où la troisième égalité

kAk = sup
kxk�1; x 6=0

kA(x)kF :

Proposition 3
La norme kAk = sup kA(x)kF sur la boule unité est toujours �nie pour

tout opérateur continu.

Démonstration
Supposons que la norme kAk n�est pas �nie, cela veut dire que l�on peut

trouver un élément x de E; tel que

kxk � 1; et sup kA(x)kF =1;

ou encore il existe une suite xn de E telle que

kxnk � 1; et kA(xn)kF = �n;

avec
lim�n =1:

Dé�nissons la suite yn par

yn =
xn
�n
:

Il est à noter que cette suite converge vers l�élément 0; c�est à dire lim yn = 0:
D�où, il vient

lim kA(yn)kF = lim
1

�n
kA(xn)kF

= lim
�n
�n
= 1:
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Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car on
doit avoir la relation de la continuité

lim yn = 0) lim kA(yn)kF = 0;

ce qui a¢ rme que la constante C = kAk est �nie pour tout opérateur A
linéaire et continu.

Théorème 2
Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Démonstration
Condition su¢ sante
Supposons que l�opérateur A est borné alors, on a

kA(x)kF � C kxkE ;

ou encore

kA(x)� A(0)kF � C kx� 0kE :
D�où la continuité de l�opérateur A au point 0: Autrement dit, limA(x) =
A(0) lorsque limx= 0: Ce qui entraîne la continuité partout.
Condition nécessaire
Soient x et y deux éléments de E tels que

x 2 B(0; 1) = fx 2 E; kxkE � 1g;

et
y 2 S(0; 1) = fy 2 E; kykE = 1g:

Il est clair que l�on a la relation

kA(y)kF � sup kA(x)kF = kAk :

D�autres part, pour tout x 2 E tel que x 6= 0; on a x

kxkE
2 S(0; 1) cela veut

dire que l�on a 



A( x

kxkE
)






F

� kAk ;

ou encore
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1

kxkE
kA(x)kF � kAk ;

ce qui implique la relation

kA(x)kF � kAk kxkE :

D�où l�opérateur A est borné, car la constante kAk est toujours �nie pour
les opérateurs A continus.

Espaces isomorphes
Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés, on dit que

E et F sont isomorphes, s�il existe un opérateur homéomorphe A dé�ni sur
E dans F; c�est à dire
� A est bijectif sur E dans F:
� A et A�1 sont des opérateurs continus.

Espaces isométriques
Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés, on dit que

E et F sont isométriques, s�il existe une isométrie A appliquant E dans F;
c�est à dire,

kA(x)kF = kxkE pour tout x 2 E:
Remarque 2
La notion d�isométrie est plus forte que celle de l�isomorphie.

Normes équivalentes
Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E; k:k1) et (E; k:k2); on

dit que les deux normes sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes
positives � et �; telles que

� kxk1 � kxk2 � � kxk1 ; 8 x 2 E:

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si,
l�application identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces
normés (E; k:k1) et (E; k:k2):

Théorème 3
Dans un espace vectoriel normé (E; k:k) de dimension �nie, toutes les

normes sont équivalentes.
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Démonstration
Soit fe1; e2; :::eng une base de E; alors pour tout élément x 2 E on écrit

x =
nX
i=1

�iei; avec �i 2 K; 1 � i � n:

Dé�nissons sur E deux normes (E; k:k) et (E;N ); alors, pour tout x; y 2
E; tel que x =

Xn

i=1
�iei; y =

Xn

i=1
�iei; on a, la relation

jN (x)�N (y)j � N (x� y);

= N (
nX
i=1

�iei �
nX
i=1

�iei);

= N (
nX
i=1

(�i � �)iei);

�
nX
i=1

j�i � �ij N (ei):

Cette inégalité entraîne la continuité de la norme N sur E car on a,
limN (x) = N (y) lorsque limx = y:
Etant donné que la sphère S(0; 1) = fx 2 E; kxk = 1g est compact

comme un ensemble fermé et borné dans un espace E de dimension �nie et
N (x) une fonction continue positive, alors cette fonction est uniformément
continue et atteint ses bornes sur la sphère, c�est à dire

9M > 0; 9m > 0; telle que m � N ( xkxk) �M;

ou encore
m kxk � N (x) �M kxk :

Lemme 2
Tout espace normé (E; k:k) de dimension �nie est complet

Démonstration
Soit xn une suite de Cauchy de E; alors la suite est bornée dans un espace

de dimension �nie. D�où on peut extraire une sous suite xnk convergente vers
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un élément x de E ce qui implique que la suite xn converge aussi vers le
même élément x de E: D�où la complétude de l�espace E:

Corollaire 1
Tout sous espace F de dimension �nie d�un espace normé (E; k:k) est

complet

En e¤et, F est de dimension �nie toute ses normes sont équivalente. De
plus F est isomorphe à Kn qui est complet et par conséquent F est complet
dans E:

Lemme 3
Tout espace Banach (E; k:k) est fermé.

Démonstration
Soit xn une suite d�éléments de E convergente vers x; alors xn est une

suite de Cauchy dans un espace complet E. D�où xn est convergente dans E:

Corollaire 2
Tout sous espace F complet d�un espace normé (E; k:k) est fermé

En e¤et, soit x0 2 F alors il existe une suite xn d�éléments de F conver-
gente vers x0 dans E; la suite convergente xn est de Cauchy dans F complet
ce qui implique que la suite xn est convergente dans F; la limite étant unique.
D�où x0 2 F: Autrement dit, F = F ou encore F fermé.

Corollaire 3
Tout sous espace F de dimension �nie d�un espace normé (E; k:k) est

fermé.

En e¤et, il est clair que l�espace de dimension �nie F est complet et par
conséquent F est fermé.

Remarque 3
Tout sous espace F de dimension in�nie d�un espace normé (E; k k) n�est

pas nécessairement fermé.
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En e¤et, il su¢ t de prendre E = C([a; b]) l�espace des fonctions continues
sur [a; b] muni de la norme uniforme

kxk = max
t2[a;b]

kx(t)k

et soit F l�ensemble des polynômes qui est un sous espace de C([a; b]); non
fermé car d�après Weierstrass on a, toute fonction continue sur [a; b] est une
limite d�une suite uniformément convergente de Polynômes. Autrement dit,
la fermeture de F coïncide avec C([a; b]):

Théorème 4
Soient E et F deux espaces normés. L�ensemble L(E;F ) de tous les

opérateurs A linéaires continus sur E dans F muni de la norme kAk est un
espace normé.

Démonstration
� Soit A 2 L(E;F ) avec kAk = 0; la relation de la continuité

kA(x)k � kAk kxk ;

nous donne la nullité de l�opérateur A; c�est à dire

A(x) = 0; 8 x 2 E:

D�où la relation
A = 0:

� Soit A1; A2 2 L(E;F ) alors, on a A1 + A2 2 L(E;F ); c�est à dire

kA1(x) + A2(x)k � kA1 + A2k kxk :

De plus on a, aussi

kA1(x) + A2(x)k � kA1(x)k+ kA2(x)k
� kA1k kxk+ kA2k kxk
� (kA1k+ kA2k) kxk :

Notons que kA1 + A2k est une borne supérieure. Autrement dit, le plus
petit des majorants véri�ant l�inégalité.
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D�où la relation
kA1 + A2k � kA1k+ kA2k :

� Soit A 2 L(E;F ) et � 2 K alors, on a �A 2 L(E;F ); c�est à dire

k�A(x)k � k�Ak kxk :

De plus on a, aussi

k�A(x)k = j�j kA(x)k
� j�j kAk kxk :

Notons que k�Ak est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit
des majorants véri�ant l�inégalité.
D�où la relation

k�Ak � j�j kAk :
D�autres part on a, la relation

kA(x)k � kAk kxk ;
ou encore

kA(x)k =
1

j�j k�A(x)k

� 1

j�jk�Akkxk:

Notons que kAk est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit
des majorants véri�ant l�inégalité.
D�où la relation

kAk � 1

j�jk�Ak;

ou encore
j�j kAk � k�Ak :

Des deux inégalités précédentes, on déduit l�égalité

j�j kAk = k�Ak :
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Théorème 5
Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E;F ) est un

espace de Banach.

Démonstration
En e¤et, soit fAng une suite de Cauchy d�éléments de L(E;F );

8 " > 0; 9N"; 8 p; q � N" kAp � Aqk < ";

alors, pour tout x 2 E; on a

kAp(x)� Aq(x)k = k(Ap � Aq)(x)k ;
� kAp � Aqk kxk ;
< " kxk :

D�où, on tire que fAn(x)g est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach
F; alors An(x) converge dans F vers un opérateur A(x): Passons à la limite
des deux membres, on obtient

lim
p!1

kAp(x)� Aq(x)k = kA(x)� Aq(x)k < " kxk ; 8 q � N";

d�où l�opérateur B(x) = A(x)�Aq(x) est borné donc continu de E dans F;
il est un élément de L(E;F ); c�est à dire

kA(x)� Aq(x)k � kA� Aqk kxk ;

Notons que kA� Aqk est une borne supérieure. Autrement dit, le plus
petit des majorants véri�ant l�inégalité.
D�où la relation

kA� Aqk < ":
Ce qui prouve la convergence de la suiteAq versA dans L(E;F ): L�opérateur

A est un élément de L(E;F ) comme di¤érence de deux opérateurs continus

A(x) = B(x)� Aq(x) 2 L(E;F ):

Dual topologique
On appelle dual topologique de l�espace E et que l�on note E� l�espace de

Banach des fonctionnelles linéaires continues L(E;K):
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Remarque 4
L�ensemble L(E;F ) de tous les opérateurs linéaires continus sur E dans

F est un sous-espace vectoriel de L(E;F ) l�ensemble de tous les opérateurs
linéaires sur E dans F: En particulier Le dual topologique E� = L(E;K) est
inclus dans le dual algébrique E+ = L(E;K):
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