
 

 

 

 
§3. Traces des fonctions dans les espaces de Sobolev

Soit Ω = Rn+ un ouvert de Rn tel que

Ω = Rn+ = {x = (x′, xn) ∈ Rn avec xn > 0},

et soit Γ = ∂Ω la frontière de Ω telle que

Γ = ∂Ω = {x = (x′, 0) avec x∈ Rn−1}.
Soit l’ensemble fermé Ω = Rn+ donné par

Rn+ = {x = (x′, xn) ∈ Rn tel que xn ≥ 0} = Rn+ ∪ Γ.

Lemme 1
L’espace D(Rn+) est dense dans H1(Rn+).

En effet, il suffi t de prendre la même démonstration de la densité de
D(Rn) dans H1(Rn).

Lemme 2
Pour tout u ∈ D(Rn+), l’injection de H1(Rn+) dans L2(Rn−1) est continue

c’est à dire
‖u(·, 0)‖L2(Rn−1) ≤ ‖u‖H1(Rn+)

Démonstration
On a

|u(x′, 0)|2 = −
∫ ∞

0

∂

∂xn
(|u(x′, xn)|2)dxn

= −2

∫ ∞
0

|u(x′, xn)| ∂ |u(x′, xn)|
∂xn

dxn,

cela implique

|u(x′, 0)|2 ≤ 2

∫ ∞
0

|u(x′, xn)|
∣∣∣∣∂u(x′, xn)

∂xn

∣∣∣∣ dxn
≤ 2

(∫ ∞
0

|u(x′, xn)|2 dxn
)1

2

(∫ ∞
0

∣∣∣∣∂u(x′, xn)

∂xn

∣∣∣∣2 dxn
)1

2

≤
∫ ∞

0

|u(x′, xn)|2 dxn +

∫ ∞
0

∣∣∣∣∂u(x′, xn)

∂xn

∣∣∣∣2 dxn.
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D’où il vient∫

Rn−1

∣∣u2(x′, 0)
∣∣ dx′ ≤ ∫

Rn−1

∫ ∞
0

|u(x′, xn)|2 dxndx′+
∫
Rn−1

∫ ∞
0

∣∣∣∣∂u(x′, xn)

∂xn

∣∣∣∣2 dxndx′,
ou encore

‖u(·, 0)‖L2(Rn−1) ≤ ‖u‖H1(Rn+)

Conséquence
Il en résulte des lemmes précédents, qu’on peut définir une application,

notée γ0 telle que

γ0 : D(Rn+) → D(Rn−1)

u 7−→ γ0(u) = u(x′, 0)

L’application γ0(u) = u(·, 0) se prolonge par continuité en une appli-
cation linéaire continue de H1(Rn+) dans L2(Rn−1), notée encore par γ0 et
l’inégalité du lemme 2 a lieu pour tout u de H1(Rn+), ainsi lorsque Ω = Rn+ ,
on peut définir la valeur au bord u |Γ d’une fonction u ∈ H1(Ω), en tant que
fonction de L2(Γ).

Ouvert régulier
Un ouvert Ω de Rn est dit 1-régulier si

• Ω est borné.

• La frontière Γ de Ω est une variété de classe C1 de dimension (n− 1),
Ω étant localement d’un seul coté de Γ.

Interprétation
La définition de l’ouvert régulier signifie qu’il existe un nombre fini d’ouverts

bornés notés θi de Rn (0 ≤ i ≤ I), tels que

• θ0 ⊂ Ω et l’ensemble{θi}Ii=0 soit un recouvrement de Ω

• {θi}Ii=1 soit un recouvrement de Γ. Pour chaque i = 1, ..., I, il existe
une application
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• Pour chaque i = 1, ..., I, il existe une application ϕi de classe C

1 définie
sur θi à valeurs dans Q tel que

Q = {y = (y′, yn) ∈ Rn, avec |y′| < 1, |yn| < 1}.
La fonction ϕi est inversible et son inverse ϕ

−1
i étant de classe C1 définie sur

Q à valeurs dans θi, telle que

ϕi(θi ∩ Ω) = Q ∩ {y ∈ Rn, yn > 0} = Q+

ϕi(θi ∩ Γ) = Q ∩ {y ∈ Rn, yn = 0}

Théorème1
Soit Ω un ouvert de Rn, 1-régulier, alors il existe un opérateur P ∈

L (H1(Ω), H1(Rn)) , dit 1-prolongement tel que,

∀u ∈ H1(Ω), Pu = u

presque partout dans Ω.

Théorème2
Soit Ω un ouvert de Rn, 1-régulier, alors D(Ω) est dense dans H1(Ω).

Théorème3
Soit Ω un ouvert de Rn, 1-régulier, alors l’application

γ0 : D(Ω) → L2(Γ)

u 7−→ γ0(u) = u�Γ,

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω)
dans L2(Γ).

Théorème4
Soit Ω un ouvert borné de Rn, de frontière Γ assez régulière, alors

H1
0 (Ω) = ker γ0 = {v ∈ H1(Ω), γ0(u) = 0}.

Théorème5
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Soit Ω un ouvert régulier de Rn, de frontière Γ, alors si u et v apparti-

ennent à H1(Ω), on a∫
Ω

v
∂u

∂xi
dx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

uvηidσ,

ηi: la i
èmè composante du vecteur unitaire normal à Γ, dirigé vers l’extérieur.

Démonstration
On utilise la densité de l’espace D(Ω) dans H1(Ω), la formule étant val-

able dans D(Ω), pour montrer que cette formule reste toujours valable dans
H1(Ω), il suffi t de vérifier que les expresions∫

Ω

v
∂u

∂xi
dx,

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx

et ∫
Γ

uvηidσ,

définissent des formes bilinéaires continues sur H1(Ω). En effet,

H1(Ω)×H1(Ω) → R

(u, v) 7→
∫

Ω

v
∂u

∂xi
dx.

∣∣∣∣∫
Ω

∂u

∂xi
vdx

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

(
∂u

∂xi

)2

dx

)1
2 (∫

Ω

v2dx

)1
2

≤ ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

H1(Ω)×H1(Ω) → R

(u, v) 7→
∫

Ω

uvηidσ.

∣∣∣∣∫
Γ

uvηidσ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ

|u| |v| dσ

≤ ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)
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Pour les suites um et vm de l’espace D(Ω), on a∫

Ω

∂um
∂xi

vmdx→
∫

Ω

∂u

∂xi
vdx
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