
§4. Les espaces Euclidiens

Les espaces Euclidiens ou (préhilbertien) sont en général les espaces vec-
toriels munis d�un produit scalaire. Rappelons que ce concept permet de
pratiquer le raisonnement de la géométrie euclidienne pour des espaces fonc-
tionnels de dimension in�nie.

Produit Scalaire
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)

une fonction hf; gi dé�nie sur E � E dans K = R ou C; possédant les pro-
priétés suivantes

� hf; fi � 0;
� hf; fi = 0, f = 0;

� h�f; gi = � hf; gi ;
� hf; g + hi = hf; gi+ hf; hi ;
� hf; gi = hf; gi;

où les éléments f; g et h appartiennent à E et le scalaire � appartient à K:

Remarque 1
La dé�nition du produit scalaire nous donne les relations suivantes

� hf + g; hi = hf; hi+ hg; hi
� hf; �gi = � hf; gi :

Espace Euclidien (préhilbertien)
Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est dit espace euclidien ou

préhilbertien, on peut lui introduire une norme dé�nie par

kfk =
p
hf; fi:

On remarque que toutes les propriétés de la norme sont véri�ées, due
à la notion du produit scalaire, sauf peut être l�inégalité triangulaire, où
on doit faire intervenir l�inégalité de Cauchy-Shwartz dite aussi inégalité de
(Cauchy-Bouniakovsky)

jhf; gij � kfk : kgk ; 8f; g 2 E:

1



Pour la démonstration de cette inégalité, il su¢ t de considérer l�expression
hf + �g; f + �gi qui est toujours positive pour tout vecteurs non nuls f; g 2
E et tout scalaire � 2 K:
En e¤et,

hf + �g; f + �gi = hf; fi+ � hf; gi+ � hg; fi+ j�j2 hg; gi ;
posons la valeur de � comme suit

� = �hf; gihg; gi ;

on aura l�expression suivante

hf; fi � jhf; gij
2

hg; gi � jhf; gij
2

hg; gi +
jhf; gij2

hg; gi � 0:

D�où l�inégalité

hf; fi hg; gi � jhf; gij2 � 0;
ou encore

jhf; gij � kf:k kgk ; 8f; g 2 E:
Cependant, l�inégalité triangulaire découle directement de l�inégalité de

Cauchy-shwartz.
En e¤et,

kf + gk2 = hf + g; f + gi
= hf; fi+ hf; gi+ hg; fi+ hg; gi
� kfk2 + 2 kfk kgk+ kgk2

= (kfk+ kgk)2:

D�où l�inégalité
kf + gk � kfk+ kgk :

Remarque 2
L�inégalité de Cauchy-Shwartz se réduit à une égalité si et seulement si,

les deux vecteurs sont linéairement dépendants, c�est à dire g = �f pour
tout � 2 K:
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Théorème 1
Soient f et g deux vecteurs d�un espace euclidien E alors, on a les rela-

tions suivantes

� kf + gk2 = kfk2 + kgk2 + 2Re hf; gi
� kf + gk2 + kf � gk2 = 2 kfk2 + 2 kgk2

� kfk2 + kgk2 = 2




f + g

2





2 + 2



f � g

2





2
� Si, on a lim

n!1
fn = f et lim

n!1
gn = g alors lim

n!1
hfn; gni = hf; gi

� Si, on a fn et gn sont deux suites de Cauchy, alors hfn; gni est de Cauchy.

Démonstration
Pour la démonstration du théorème, il su¢ t de prendre les relations

kf + gk2 = hf + g; f + gi
kf � gk2 = hf � g; f � gi

� Appliquons par la suite l�inégalité de Cauchy-Shwartz. Les relations
citées au dessus sont semblables à celles connues en géométrie euclidienne
élémentaire. Autrement dit, on obtient

� kf + gk2 = fk2 + kgk2 + 2Re hf; gi
� kf + gk2 + kf � gk2 = 2 kfk2 + 2 kgk2

� kfk2 + kgk2 = 2




f + g

2





2 + 2



f � g

2





2 :
Si les vecteurs réels f et g sont orthogonaux, la première relation s�identi�e

avec le théorème de Pythagore.

kf + gk2 = kfk2 + kgk2 :
� Quant à la deuxième relation, c�est l�identité du parallélogramme don-

née par la somme des carrés des diagonales égale à la somme des carrés des
côtés.
� La troisième relation exprime le théorème de la médiane, la somme

des carrés de deux cotés d�un triangle est égale au double du carré de la

3



médiane par rapport au troisième côté plus le double de la moitié du carré
du troisième côté.
� La quatrième relation exprime la continuité du produit scalaire.
En e¤et, on a

jhfn; gni � hf; gij = jhfn � f; gni+ hf; gn � gij
� kf � fnk kgnk+ kfk kg � gnk

la suite gn étant bornée, le second membre de cette inégalité tend vers 0:
D�où la continuité du produit scalaire.
� La cinquième relation exprime la conservation du produit scalaire aux

suites Cauchy.
En e¤et, on a

jhfp; gpi � hfq; gqij = jhfp � fq; gpi+ hfq; gp � gqij
� kfp � fqk kgpk+ kfqk kgp � gqk ;

les suites fn et gn étant bornées, le second membre de cette inégalité tend
vers 0; d�où le produit scalaire de deux suites de Cauchy est une suite de
Cauchy.

Corollaire 1
Soit E un espace Euclidien (préhilbertien) alors, on a les relations suiv-

antes

� Si lim
n!1

fn = f ; alors lim
n!1

kfnk = kfk :

� Si fn est une suite de Cauchy, alors kfnk est aussi une suite de Cauchy.

Remarque 3
Notons que l�on peut avoir l�expression Re hf; gi = 0 sans que les vecteurs

f et g soient orthogonaux.

Remarque 4
Notons que le produit scalaire réel permet de dé�nir la norme et aussi de

dé�nir l�angle entre les deux vecteurs f et g par la formule

cos' =
hf; gi
kfk : kgk
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En vertu de l�inégalité de Cauchy-shwartz, le second membre de cette
égalité a une valeur absolue inférieure ou égale à l�unité. D�où la dé�nition
d�un angle '; tel que 0 � ' � �; pour tout vecteurs f; g de E:

Remarque 5
Notons que dans un espace euclidien complexe, on n�introduit pas la

notion d�angle de deux vecteurs, car l�expression donnée au dessus est en
général complexe, qui ne peut être le cosinus d�un angle.

Orthogonalité
On dit que deux vecteurs f et g d�un espace euclidien E sont orthogonaux

si leur produit scalaire hf; gi est nul, c�est à dire

hf; gi = 0:

Propriétés
� Si un vecteur f de E est orthogonal à chaque vecteur d�un ensemble F;

on dit que f est orthogonal à l�ensemble F et, on écrit

hf; 'i = 0; 8' 2 F:

� Si les vecteurs de deux ensembles F1 et F2 sont orthogonaux deux à
deux, on dit que ces ensembles sont orthogonaux et, on écrit

h';  i = 0; 8' 2 F1; 8 2 F2 :

� Si f est orthogonal à chacun des vecteurs f'igni=1; alors f est orthogonal
à la combinaison linéaire de ces vecteurs, c�est à dire

hf; 'ii = 0; 8'i 2 E implique hf; �1'1 + �2'2 + :::+ �n'ni = 0:

� Si f est orthogonal aux éléments de la suite gn convergente vers g; alors
f est orthogonal à g:
En e¤et, due à la continuité du produit scalaire, on obtient

hf; gni = 0; 8gn 2 E implique lim
n!1

hf; gni = hf; gi = 0:

� Si les vecteurs ffigni=1 sont orthogonaux, alors ils sont linéairement
indépendants.
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En e¤et, supposons que l�on a

�1f1 + �2f2 + :::+ �nfn = 0;

le système des vecteurs étant orthogonal, par multiplication des deux mem-
bres par le vecteurs fj; on obtient

hfj; �1f1 + �2f2 + :::+ �nfni = 0;
ou encore

�j hfj; fji = 0:
Le module au carré du vecteur fj est di¤érent de 0; d�où �j = 0 pour tout

j = 1; 2; :::; n:

Orthogonal d�un ensemble
On appelle ensemble orthogonal d�un ensemble non vide A de E le sous

ensemble de E noté A? donné par

A? = fx 2 E; 8y 2 A; on a hx; yi = 0:g

Proposition 1
L�ensemble orthogonal A? d�un ensemble non vide A de E est un sous

espace vectoriel fermé de E.

En e¤et, 0 2 A? car, on a la relation

h0; yi = 0; 8y 2 A:

De plus, pour tout x1; x2 2 A?; et pour tout �1; �2 2 K; on a �1x1+�2x2 2
A?: C�est à dire

h�1x1 + �2x2; yi = h�1x1; yi+ h�2x2; yi
= �1 hx1; yi+ �2 hx2; yi = 0; 8y 2 A:

Soit xn une suite d�éléments de A? convergente vers x alors, on a x 2 A?;
c�est à dire

hxn; yi = 0 implique lim
n!1

hxn; yi = hx; yi = 0; 8y 2 A:
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Système Complet (Total)
Un système f'ig est dit complet (ou total) si le plus petit sous espace

fermé qui le contient coïncide avec l�espace E tout entier. Autrement dit,
l�espace E est engendré par le système f'ig ou encore, l�espace des combi-
naisons linéaires �nies des éléments de f'ig est dense dans E: C�est à dire

8" > 0; 8f 2 E; 9n 2 N;





f �

nX
i=1

�i'i






 < "; avec �i 2 K:

Base hilbertienne
Un système orthogonal f'ig est dit une base orthogonale s�il est un sys-

tème complet. De plus, si la norme de chaque élément est égale à l�unité, le
système f'ig est dit base orthonormée ou base hilbertienne.

Théorème 2 (Gram-Schmidt)
Soit  1;  2; :::;  n; :::: un système linéairement indépendant d�un espace

euclidien E; alors il existe dans le même espace E un système orthonormé
d�éléments '1; '2; :::; 'n; ::: tel que l�on a les relations suivantes

'n = �n1 1 + �n2 2 + :::+ �nn n 8n 2 N avec �nn 6= 0;
et

 n = �n1'1 + �n2'2 + :::+ �nn'n 8n 2 N avec �nn 6= 0:
C�est à dire

span ( 1;  2; :::;  n; ::) = span ('1; '2; :::; 'n; ::) :

Démonstration
Le système orthogonal '1; '2; :::; 'n; ::: s�écrit comme suit

 1 = '1;

 2 = �21'1 + '2;

 3 = �31'1 + �32'2 + '3;
...

 n = �n1'1 + �n2'2 + :::+ 'n:
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Pour déterminer les coe¢ cient �ij; et par conséquent les 'i; on doit appli-
quer l�orthogonalité deux à deux des vecteurs 'i; i = 1; :::; n; j = 1; :::; n�1:
En e¤et , on trouve le coe¢ cient �21 donné par

�21 =
h 2; '1i
h'1; '1i

;

d�où le vecteur '2 orthogonal au vecteur '1s�écrit comme

'2 =  2 �
h 2; '1i
h'1; '1i

'1;

ou encore les coe¢ cients �31et �32 donnés par

�31 =
h 3; '1i
h'1; '1i

; et �32 =
h 3; '2i
h'2; '2i

;

d�où le vecteur '3 orthogonal aux vecteurs '1 et '2 s�écrit comme

'3 =  3 �
h 3; '1i
h'1; '1i

'1 �
h 3; '2i
h'2; '2i

'2:

Les vecteurs 'i; i = 1; :::; n seront déterminés par induction, et pour
l�orthonormalité de ces vecteurs, il su¢ t de prendre à la place des vecteurs
'i les vecteurs donnés par

1

k'ik
'i; pour tout i = 1; :::; n::

Théorème 3 (Inégalité de Bessel)
Soient E un espace euclidien, f'ng un système orthonormé d�éléments

de E; alors pour tout vecteur f de E; on a la relation

1X
n=1

jhf; 'nij
2 � kfk2 :

Démonstration
Soit '1; '2; :::; 'n une base orthonormée d�un espace euclidien F de di-

mension �nie, alors pour tout vecteur fn 2 F; on a

fn =
nX
i=1

�i'i où �i = hfn; 'ii :
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Les scalaires �i sont appelés projections du vecteur fn sur la base f'1; '2; :::; 'ng :
L� idée est de généraliser cette décomposition dans le cas d�un espace

euclidien de dimension in�nie?
Soit f'1; '2; :::; 'n:::g un système orthonormé de l�espace euclidien E;

alors pour tout vecteur f de E;on fait correspondre une suite des scalaires
hf; 'ii appelés coe¢ cients de Fourier de l�élément f par rapport au système
f'ng; ainsi que la série

P
hf; 'ii'i qui sera appelée par la suite série de

Fourier de l�élément f par rapport au système f'ng:
La question qui se pose maintenant est la suivante
� Est ce que la série de Fourier

P
hf; 'ii'i converge pour la métrique de

E ?
� Si cette série converge, coïncide-t-elle avec le vecteur initial f ?
La résolution de ce problème revient à trouver le bon choix des coe¢ cients

�i de telle sorte que la distance entre le vecteur f est le vecteur des sommes
partielles fn = sn =

Pn
i=1 �i'i soit minimale.

kf � fnk2 =

*
f �

nX
i=1

�i'i; f �
nX
i=1

�i'i

+

= hf; fi �
nX
i=1

�i hf; 'ii �
nX
i=1

�i h'i; fi+
nX
i=1

�i�i;

= hf; fi �
nX
i=1

(hf; 'ii � �i)
�
hf; 'ii � �i

�
�

nX
i=1

�
hf; 'ii hf; 'ii

�
;

ou encore

kf � fnk2 = kfk2 �
nX
i=1

jhf; 'iij
2 +

nX
i=1

j(hf; 'ii � �i)j2 :

Il est clair que l�expression kf � fnk2 est minimale lorsque, son dernier
terme est nul, c�est à dire

�i = hf; 'ii ; 8i = 1; 2; :::; n:
Dans ce cas, on a

kf � fnk2 = kfk2 �
nX
i=1

j�ij2 :
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Nous avons montrer que parmi tous les vecteurs fn de l�espace E; celui
qui s�écarte le moins de f est le vecteur fn de somme partielle

fn =

nX
i=1

�i'i;

où les �i sont les coe¢ cients de Fourier du vecteur f dans la base f'1; '2; :::; 'ng.
Ce résultat s�interprète géométriquement que le vecteur fn est la projection
orthogonale du vecteur f sur le sous espace F ou encore, la projection or-
thogonale du vecteur f sur le sous espace des combinaisons linéaires �nies
de la forme

Pn
i=1 �i'i:

F =

(
nX
i=1

�i'i; 8�i 2 K:
)

Le fait que le vecteur fn est un élément du sous espace F; cela veut dire
que l�élément f�fn est orthogonal au sous espace F engendré par les vecteurs
f'1; '2; :::; 'ng: Autrement dit, l�élément donné par

f � fn = f �
nX
i=1

�i'i

est orthogonal au sous espace F engendré par les vecteurs f'1; '2; :::; 'ng si
et seulement si, on a

hf; 'ii = �i; 8i = 1; 2; :::; n;

ou encore

kf � fnk2 = kfk2 �
nX
i=1

j�ij2 = d2(f; F ) � 0:

D�où
nX
i=1

j�ij2 � kfk2 :

Comme la valeur de n est arbitraire et le second membre ne dépend pas
de n; alors la série est convergente vers sa borne supérieure

P1
i=1 j�ij

2et, on
en déduit le résultat suivant.
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1X
i=1

j�ij2 � kfk2 :

Remarque 6
La somme des carrés des projections d�un vecteur f sur un système

orthonormé est toujours inférieure ou égale au carré de la longueur de ce
vecteur f:

Egalité de Parseval
Un système orthonormé f'1; '2; :::'n; :::g est dit fermé, si pour tout

vecteur f 2 E; on a l�égalité
1X
i=1

j�ij2 =
1X
i=1

jhf; 'iij
2 = kfk2 :

Cette égalité est dite égalité de Parseval.
Il est clair qu�un système f'1; '2; :::'n; :::g de E est fermé si et seulement

si, pour tout vecteur f 2 E; la série de Fourier de ce vecteur
Pn

k=1 �k'k
converge vers f . Autrement dit, la suite des sommes partielles de la série
Fourier

Pn
k=1 �k'k avec �k = hf; 'ki converge vers l�élément f:

Théorème 4
Soit E un espace euclidien séparable alors, tout système f'ng orthonormé

fermé est complet et vice versa.

Démonstration
En e¤et, si le système f'ng est complet alors, on a

8" > 0; 8f 2 E; 9n 2 N;





f �

nX
i=1

�i'i






 < "; avec �i 2 K:

Autrement dit, tout vecteur f 2 E peut être approximer par une combi-
naison linéaire

Pn
i=1 �i'i des éléments du système f'ng qui n�est autre que

la somme partielle de la série de Fourier
Pn

i=1 �i'i de ce vecteur. D�où la
convergence de la série

Pn
i=1 �i'i vers le vecteur f; ce qui implique l�égalité

de Parseval
1X
i=1

j�ij2 = kfk2 :
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D�où le système f'ng est fermé.
Réciproquement, si le système f'ng est fermé alors, on a la relation de

Parseval
P1

i=1 j�ij
2 = kfk2 cette relation s�écrit aussi comme

f =
1X
i=1

�i'i; avec � = hf; 'ii ;

cela veut dire qu�il existe un vecteur fn =
Pn

i=1 �i'i; tel que

kf � fnk2 = kfk2 �
nX
i=1

j�ij2 :

Utilisons l�égalité de Parseval, on obtient après passage à la limite que les
sommes partielles de Fourier du vecteur fn convergent vers f; ce qui signi�e
que l�ensemble des combinaisons linéaires des éléments du système f'ng est
dense dans l�espace E; c�est à dire

8" > 0; 9n 2 N;





f �

nX
i=1

�i'i






 < ":

D�où le système f'ng est complet.
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