Transformation de Fourier et Résultats de Compacité

Transformée de Fourier d’une fonction

Soit v(x) une fonction & variables réelles ou complexes de la variable
x = (x1,...., x,) de R™ On appelle transformée de Fourier de la fonction
v(x) la fonction complexe v(w) de la variable w = (w1, ....w,) donnée par

(w) :/ v(z)e " Vde, Tw= szwz

i=1

Remarque
La transformée de Fourier v(w) de la fonction v(z) n’existe pas toujours.

Théorémel

Soit v(x) une fonction sommable sur R™ alors la transformée de Fourier
U(w) de la fonction v(x) existe. De plus cette fonction est continue, bornée
et tend vers 0 lorsque |w| tend vers co. Clest a dire

| 1|im U(w) = 0.

Dérivation de la transformée de Fourier

Soit v(z) une fonction sommable, dérivable et a dérivée sommable alors,
on a &
v PN
—(w) = iw;v(w).
o () = 50()

En effet, on a
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intégrons par parties cette expression, on obtient
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= iwj/ v(z)e " Ydr = iw;v(w).

(z)e @@ dy

Propriété
L’application v — ¥ est une isométrie sur L?(R™), (théoréme de Plancherel).



Théoréme?2
Lespace H'(R™) admet la définition équivalente suivante

1
HY(R") = {u e L2(R), (1 + |w|2) 2h ¢ LZ(R”)} :

et dont la norme est donnée par

1
ol ooy = 1+ oy
L2(R")

Démonstration
On définit ’ensemble X comme suit

1
X = {u e L3(R"), (1 + W) 25 ¢ L2(R")} ,

et I'espace H!(R™) comme suit

HY(R™) = {u c L*(R™), (ZZ € L2(R")}.

Montrons que

H'(R") = X.
e Premiére inclusion H'(R") C X
Soit u une fonction de H'(R") alors

we HY(RY) = ue L2(R") et gu e L2(R").
Ly



En vertu du théoréme de Plancherel, on écrit
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& ue L*R") et iw;uc L*(R™)
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& / ﬁ|2dw—|—2/ w? (4] dw < o0
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= / 1+Zw? af? dw < oo

j=1
= / (1 + W) 4] dw < oo
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1
2\2 ~ 2 (mn
= (1+|w\ ) uel*R")=ue X
D’ot la premiére inclusion
H'(R") C X.
e Deuziéme inclusion X C H'(R™).

Soit « une fonction de '’ensemble X alors

N[

u € X=uecL*R") et (1+|w\2) e L2(R")

= |w|la € L*(R") = w;u € L*(R")

_ ou
= iw;ii € LX(R") = — € L2(R")
8.%']'
Ou 2/mn 1/ mn
= —cL‘(R")=ue H(R")
8:1;j

D’ou la deuxiéme inclusion

X c HYR™).



e Calcul de la norme [[u|[ ;1 (gny dans H(R").
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Théoréme3

Soit ) est un ouvert régulier de R™, & frontiere 02 = I'. Alors linjection
canonique de l'espace H'(R™) dans L?(R™) est compacte. Autrement dit:
Tout ensemble borné de H'(R™) est relativement compact dans L?(R™).

Démonstration

(Note 1) Il est connu que tout ensemble borné d’un espace de Hilbert
H est faiblement relativement compact. Autrement dit, si (f,,) est une suite
bornée de H, alors il existe une sous suite f,, convergente faiblement vers
une fonction f € H. C’est a dire

Vo € H, (fu,) = ([0,

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans l’espace de Hilbert H.
) étant un domaine régulier, alors il existe un opérateur P linéaire con-
tinu de H'(Q) dans H'(R") tel que

VYu e HY(Q), ona Pu=v on ve HY(R").
De plus, on a
v/q =u presque partout, Vu € HY(Q).

La fonction Pu = v peut étre tronquée et avoir un support K contenant
Q, (QCK).



Soit uy, la suite bornée de H'(£2), alors il existe une constante positive
C telle que

Pour la compacité dans L?(€) il faut montrer qu’il existe une sous suite wu,
converge fortement vers u dans L?().

La convergence faible de cette sous suite u, dans L?({2) est assurée par
(Note 1) au dessus.

Soit vy, la suite de H!(R™) définie par

Vm = P, (vm) C HY(R™),
alors cette fonction est bornée due a la continuité de P car, on a

lvmllgi@ny = [1Pum|l g gy
[ttm]| g1y < C

IN

ce qui entraine par la suite
HUmHHl(Rn) = HPUmHHl(Rn) <

En vertu de (Note 1), il existe une sous suite v, converge faiblement vers v
dans L?(R™), montrons maintenant la convergence forte de la sous suite v,
vers v dans L2(R").
On peut toujours prendre v = 0, alors la norme |[[vg||, » ®ny — 0
D’aprés 1'égalité de Plancherel

2 ~ 112
||Uq||L2(Rn) = HUqHLZ(Rn)a

on obtient
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il est clair que 'on a
||quH1(Rn) <C.
D’ot la relation

1

T ||vq||]2ql(Rn) < ¢ pour un choix convenable de M.

D’autre part, comme le support de v, est inclus dans un compact K, on

(W) = / Cuge)eds
_ / xa)glw)e e,

comme la fonction 1x(z)e” " est de L?(R™) et la suite v, — 0 faiblement
dans L?(R™) alors, on a

qli_)rgoﬁq(w) = qli_)rr010<1K(x)e_im,vq>
= qhi& '3 L (z)e o, (z)dr = 0,
il est aisé¢ de voir que la relation lim 7,(w) = 0 nous mene & celle
q—00

lim 2(w) = 0, cest & dire
g—00

12 ~ 12
Fullagey < [ Gl do
2
= |lvgllf2(gny < €' < o0.
Appliquer le théoréme de la convergence dominée, ol la mesure est finie

et la fonction majorante est la constante C, on obtient

lim |5, dw = 0.
4= Jiy|< M

D’ou la relation
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||vq||]L2(Rn)
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pour ¢ assez grand, on a ainsi la majoration
2 .
1ol z2@ny < €= th& 10g]| 2 gy = 0,

ce qui prouve le théoréme.



Espaces de Sobolev d’ordre m > 1
On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur [ouvert 2, l’espace noté
H™(Q) et donné par
H™Q) = {u, u € L*(Q), 0% € L*(Q), | a |< m}

Topologie de H™(Q)
On munit H™(2) du produit scalaire

(U, v) gm () :/Q Z 0%u.0% | dx

laj<m

et, on note

1
HuHHm(Q) = <’U,, u>]2{m(Q)

la norme correspondante.
Propriétés:

e H™(Q) est un espace de Hilbert séparable pour son produit scalaire.

e D(R™) est dense dans H™(R").

. N — . .~ | udans Q
Siu e Hi'(Q) = D(2) dans H™(2), alors la fonction u = { 0 dans C'Q

est dans H™(R"™).

Si Q est trés régulier, alors D(S2) est dense dans H™(f2).

Si Q est m-régulier, alors il existe un opérateur P € L(H™(Q2), H™(R"))
tel que Pu =u p.p dans €.

e D(R%) est dense dans H™(R.).

o Soit T € H-™(Q) = (H(Q)) & T =3<n 95, 9 € L*(D).

Si Q est borné, alors Yu € Hy'(2),3 ¢ = ¢(Q) telle que,

1
2
lull 20y < e ) | D 10°ull72(qy

|a|=m



e Si ) est régulier, alors ~

H™(Q) — (L*(I))™. d

u = YU = (’YOU7’Y1U,-~--7’Ym—1U) ou Y= an;

o H"(2) = kery
2

o H™(R") = {u e L2(R"), (1 + |w!2) ue LQ(R”)} :

m
2

follgn ey = (14 ) * @

L2(R") .

Théoréme 12 Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére I' assez
réguliére, alors si m > 5, on a
H™(Q) c C°(Q).

Démonstration:
Supposons que 2 est m-régulier, alors il existe P € L (H™(Q2), H™(R")),
tel que

Vv e H™(Q), Pv, q =wv presque partout.
Soit u = Pv, avec v € H™(Q) et u € H™(R").

(1417

_m
2

I3

iw) = (14 )

D’une part, la fonction

u(w).

m
W (1 + W) 2 Gw) € LA(RM),
car u € H™(R"), d’autre part, la fonction

m
-3 1
W (1 + |w|2> 2=~ ¢ L*R") pour m > g

(1+1r)

I3

En effet, on a



/ S/ dp<oo<:>m>g
<1+\w|

Sy, désigne aire de la spheére unité (n—1) dimensionnelle, ce qui implique
que Ti(w) € L2(R™). D’ot la fonction u représentant la transformée de Fourier
inverse donnée par

u(zx) = / i(w)e™ Y dw,
est une fonction continue sur R™, de plus, on a
Vo € R, fu(@)] < [l g1 zn

en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la fonction

m m
2

i(w) = (1 + |wy2)_7 (1 + W) (W),

on a
lu(@)] < [ullprgny < clmn) lull g gny =
Vo € R [Pvu(z)| < c(m,n)|[Pol| gmgn) =
Ve € Q, |v(z)] < c(m,n) HPUHHm(Rn) =
Ve e Q, |v(z)] < c(m,n) || Pll gmgn)
< c(myn) |P L ogm @), mm@ny) 10l gm gy =
Ioleogy < Cmm) ol imeg) -

Ce qui prouve le théoréeme.

Corollaire

Soit Q0 un ouvert borné de R"™ de frontiere I' assez réguliére, alors si
m>k+ 2, otk est un entier positif, on a H™(Q) C C*(1Q).

Pour la démonstration, on utilise le théoréme précédent avec I'entier m
remplacé par (m—k),on obtient, siv € H™(Q) = 9% € C°(Q) pour || < k.

Les espaces H*(Q), H*(T)
Définition
Soit s un réel positif (s> 0), on définit

H*(R™) = {u e LA(RY), (1+ |w]?)3a e L2(R”)} ,

10



fullgy = |0+ o3

L2(R")

= ([ @+ PP
(L. )

Pour s un réel négatif (s < 0), on pose

N[ =

H*(R™) = (H*(R"))
Propriétés
e D(R™) est dense dans H*(R"™).
e H*(Q) est espace des restrictions a Q des fonctions u € H*(R").
Définition
Soit 2 un ouvert borné de R" et d’un seul coté de sa frontiere I et (6;, ¢;)

le systéme de cartes locales définissant I', soit «ag, a1, ...a; une partition de
I'unité sur Q, telle que a;; € D(R™) et dont le support de o est inclus dans

I
0, (suppa; C 05), 0 < aj(z) <1, Zj:() aj(z) = 1.
Introduisons les notations suivantes:

{ 5 (agu)(y) = (Vagu)e; ' (y)
(05 ) o(z) = v(p;(x))

e Sis >0, alors

H*(T) = {ue L*I),¢}(azu)(y,0)
= (Vagu)e;'(y',0) € H(R" )},

avec la norme définie par
! 2
lallzzs ey = D 105 (VA (6", 0)|[gs gns)
j=0

e Sis <0, alors
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Propriétés de H'(Q)
Q =Ja,b[C R:

e H!() est un Hilbert.
e D(Q) est dense dans H'(Q).

Il existe P € L(HY(Q), HY(R)), tel que Pu_ q = u, Yu € HY(Q).

Il existe vy, linéaire continue de H'(Q) dans R2. 74 : u +— (u(a),u(b)).

HY(Q) — Cu(Q), ou Cy(R) est l'espace des fonctions continues et

bornées sur R, de la méme fagon, on définit 'espace Cy(£2).

Lemme
L’injection canonique de l’espace H(R) dans l’espace Cy(R) est continue.

H'R) — Cy(R)
u +— U, u=u presque partout sur R

Démonstration

Utilisons la densité de I'espace D(R) dans H!(R), si ¢ € D(R), on a

T 2 x
P*(2)] = 902<a:)=/ dwdt(t))dtﬁ/ Z—f-s@(t)dt

—00 —

< / (w)2dt+/ O (z)dt, (2ab < a® +1?) =

dt
|? _ 2 % dp g <
(p(x)! gp(w)ﬁ/oo(dt)dt+/oogo(:v)dt:>
K@) = ¢*@) <l ¢ tnm=>
@) < lellme), Vo eR=
sup [o(z)] < ol g ) -

Soit u € H'(R),alors il existe un suite (p,,) C D(R),telle que ¢, — u
dans H'(R), ce qui implique que cette suite ¢,, est de Cauchy dans H*(R)
et en vertu de ce qui a été démontrer au dessus, on a

sup |90n - (:Dm| < ||(:0n - Qom”Hl(R) :

D’ou ¢,, est une suite de Cauchy dans I'espace C(R), or cet espace est
un Banach d’ou ¢,, — u dans C(R).
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Montrons que u = u presque partout dans R, alors

Vi € D(R), on a /R<,0n¢dm—> /Rgpgde

car la suite ¢,, — ¢ dans H'(R), d’ou elle converge vers la méme limite dans
I'espace D'(R).

/anwdx:A@@bd:ﬂ%/ﬂ(ﬂ@bdm%/ﬂ{ﬂd)dw,

car la convergence de la suite ,, vers u est uniforme, d’ou, on doit avoir la
relation

/R wpdz = /R Wpdz, Vip € D(R)

= u =u dans D'(R) = u = u presque partout.
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