5. Formulation variationnelle des problémes
aux limites elliptiques

1. Probléme de Dirichlet

Soit 2 un ouvert de R”, de frontiére réguliere I' = 0€2, et soit f une
fonction de 'espace L?(f2), on considére le probléme suivant. Trouver une
fonction u telle que

—Au=f sur (1,1)
(1) =
u=0 sur I'=0Q (1,2)
. n 0%u
ol Au:zizlw.

Supposons que la solution u du probléme (P;) est suffisamment réguliére,
alors u € H?*(Q). Multiplions I'équation (1,1) par une fonction v € H} (),

et intégrons sur €2,
/ —Auvdr = / fudx,
Q Q

apres utilisation de la formule de Green, on obtient

/Vquda:—/@vdU:/fvdx,
Q r On Q

ce qui donne par la suite

/Vqudw = / fodz , Yv e Hy(Q).
Q Q

Soit u un élément de H?((2), alors la fonction u est suffisamment réguliere et
en vertu de (1,2),ona u,r=0=u € H}(Q).

Si w est solution du probléme (P;), alors u est solution du probléme
suivant

Trouver u € H} (), telle que

/Vqudx = / fvdr , Vv € Hy(),
Q 0



que 'on appelle formulation variationnelle du probléme (P;). Réciproque-
ment, si u € H} () est suffisamment réguliére, en appliquant la formule de
Green a [, VuVudz = [, fvdz, on aura

/—Auvdx:/fvdm, Vv € Hy(S2).
Q Q
D’ou

(—Au— f,v) =0, Vv € D(Q),

ce qui donne par la suite
—Au=f dans D'(Q).

Le fait que 'on a u € Hg(Q) alors la fonction u est nulle sur la bord
u, = 0. D’ot u est solution du probléme ()

2. Probléme de Neumann

Soit f € L*(Q),trouver la fonction u telle que

—Au+u=f sur Q (2,1)
(FP2) =
g—z—() sur I'=00Q (2,2),

on suppose que u est réguliére, on multiplie par v € H(Q) I’équation (2,1)
et on intégre sur {2, on obtient

/—Auvdx—l—/uv:/fvda:
Q Q Q

par la formule de Green, on obtient
ou 1
VuVudr + | wdr — | —vdo = | fodr, Yve H (Q).
Q Q r On Q
D’ou

/Vqudx+/uv:/fvdx, Vv e HY()
Q Q Q
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si u est solution du probléme (P,), alors u est solution du probléme varia-
tionnel suivant
Trouver u € H'(Q) telle que

/Vquda:—k/uvdx-/fvdx, Vv € HY(R).
Q Q Q

Réciproquement, si u est solution du probléme variationnel, alors u vérifie

/Vqud:z:—l—/uv:/fvdx, Vv € D(Q),
Q Q Q

ou encore

/—Auvdw—i—/uv:/fvdx, Vv € D(R2)
Q Q Q

(—Au+u—fvy = 0, VoeDQ)=
—Au+u = [ dans D'(Q),

par multiplication de v € H*(2), on obtient,

/—Auvdm—i—/uv:/fvd:r
Q Q Q

par la formule de Green, on aura

/Vqudx—l—/uvdx—/a—uvda:/fvda:, Yo € HY(Q).
Q Q r On Q

Par comparaison avec le probléme variationnel, on obtient

ou

—vdo = 0 Yve H(Q) =
|5 (©)

o,

on’
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Siue H'(Q), Au € L*(Q), alors ? € H2(I') = (H2(I"))’ et, on a
n

/ Auvdr = —/ VuVudx + <%,v> )
Q Q M/ a3

avec la relation )
Yo(H' () = H=(T).
Problémes variationnels abstraits
Pour avoir la formulation varitionnelle d’un probléme donné, on se donne

e Un espace de Hilbert V' muni d’un produit scalaire

e Une forme bilinéaire

a:VxV — R

(u,v) — a(u,v)

e Une forme linéaire

-V — R

v o— I(v)

Le probléme variationnel s’écrit comme suit, trouver la fonction u € V
telle que
a(u,v) =1l(v), YveV.

Exemples
e Probléme de Dirichlet
L’espace de Hilbert V' est donné par
V = H;(Q),

la forme bilinéaire a(u,v) est donnée par

a(u,v) :/Vqudx,
Q

la forme linéaire [(v) est donnée par

[(v) :/vadx, (f € L*(Q)).



e Probléme de Neumann
L’espace de Hilbert V' est donné par
vV =HY9),

la forme bilinéaire a(u,v) est donnée par

a(u,v) :/VuVUd:L' —l—/uvd;v,
Q Q

la forme linéaire [(v) est donnée par
1) = [ fode. (7 € 22(@).
Q

Coercivité
La forme bilinéaire a(u, v) est dite coercive, ou V-elliptique s'il existe une
constante o > 0, telle que

VueV, a(uu) > alul?

Théoréme de Lax-Milgram (théoréme des projections)

Soit V un espace de Hilbert et | une forme linéaire continue sur V, et soit
a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur l’espace V x V. alors le
probléme variationnel, trouver la fonction u € V telle que

a(u,v) =1l(v) ,Yv eV

admet une solution unique u € V.

Démonstration

La forme linéaire [ : V' — R, (v +— [(v)) étant continue sur le Hilbert V/
donc d’apres le théoréme de Riesz, il existe un vecteur que I’'on note g € V,
tel que Vv € V, on a

l(v) = (g, v)y -

D’autre part, pour u € V' fixé, 'application a : V' — R, (v — a(u,v))
définie une forme linéaire continue sur V. De nouveau, en appliquant le
théoréme de Riesz, il existe un vecteur que ’on note Au € V, tel que Vv € V,
on a

alu,v) = (Au,v), .
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avec A opérateur linéaire continu de V dans V' (A € L(V,V)), en effet

(A(au + pw),v) = a(au+ Pw,v),
= aa(u,v) + fa(w,v)
a (Au,v) + f (Aw, v)
= (qdAu+ fAw,v).
D’oti, on obtient

Alau + pw) = cAu + SAw.

La recherche d’une fonction w,telle que a(u,v) = [(v) revient, donc a la
recherche de u, telle que

(Au,v), = (g,v), , Y€V,

ou encore
Au=yg.

Pour montrer l'existence et 'unicité de w il suffit de montrer que A est
une bijection de V' dans V. Autrement dit Vg € V, il existe u € V unique,
telle que Au =g

e A est injective, en effet si Au =0 = (Au,u),, =0, or
(Au,u)y, = alu,u) > a|ull? .
D’ou
||u||V = O = u= 07
d’ou A injective.

e A est surjective, en effet AV est fermé dans V, car si u,, € AV est une
suite convergente vers u dans V', alors u € AV.

Soit u,, € AV = dv,, € V, telle que u,, = Av,.

(U = Un, Uy — Vp)y = (AU, — AUy, Uy — )y
<A (Um - Un) s Um — Un>v
a (U — Un, U — Vn)

> vy, — Un”%/



D’ou

a |[vg, — vn”%/ < (Um — Un,y Uy — Un)v
1
||Um - Un”%/ S a <um — Up, Um — Un>v
1
<

o |t — un”v [|vm — Un”v )

ou encore

1
va - UnHV < o “um 7 unHV

D’out v,, est une suite de Cauchy dans V, donc elle est convergente vers un
élément v de V, 'opérateur A étant continu, alorsAv, converge vers Av = u
dans AV.

Montrons que {AV }+ = {0}.

Soit ug € {AV} = VYu € AV, (u,up)y, =0 = (Av,up),, =0 Yo €V
en particulier (Aug, ug)y, = 0 = a(uog, up) =0, or

2
a(ug, up) > o |luglly, = uo = 0.

Théoréme

Soit V' espace un Hilbert et | une forme linéaire continue sur V, et soit

a(u,v) une forme bilinéaire continue, coercive et symétrique sur V xV, alors
la fonction uw € V' est une solution du probléme

a(u,v) =1(v) ,Yv eV,
si et seulement si, u réalise le minimum de la fonction J(v) donnée par
J(v) = a(v,v) — 21(v).

Autrement dit
J(u) < J(w), YveV.

Démonstration:

o Condition necéssaire



Soit u € V, telle que
a(u,v) =1l(v), Yo €V, (1)

montrons que J(u) < J(v), Yv € V.
De la coercivité de a(u — v, u — v), on obtient

a(lu—v,u—v) >0,

ou encore
a(u,u) — 2a(u,v) + a(v,v) >0,

il vient de la relation (1)
a(u,u) — 2l(v) + a(v,v) > 0,

ce qui implique
a(u,u) + J(v) > 0. (2)

D’autres part si on prend v = u dans la relation (1), on obtient
a(u,u) = l(u).
D’ou il vient
a(u,u) = 2a(u,u) — alu,u)

= 2l(u) — a(u,u)
= —J(u). (3)

Les relations (2) et (3) donnent
—J(u) + J(v) >0,

ou encore

J(u) < J(v), YveV.

e (Condition suffisante



On a la relation J(u) < J(v) Vv € V, montrons que a(u,v) = l(v) Yv € V.

J(v), YveV =
Ju+ M), YAeR YveV =

IA A

a(u,u) —2l(u) < alu+ v, u+ ) —2l(u + )
a(u, u) + 2xa(u, v) + Na(v,v) — 2l(u) — 2X\l(v) =

2Xa(u,v) + Na(v,v) — 2X\(v) >0, VAER.

Si A>0,ona
2a(u,v) + Aa(v,v) — 2l(v) > 0,

> 0.

~—

en faisant tendre A vers 0, on obtient a(u,v) — I(v
Si A< 0,0na
2a(u,v) + Aa(v,v) — 2l(v) <0,

en faisant tendre A vers 0, on obtient a(u,v) — I(v) < 0.
D’ou
a(u,v) =Il(v) Vv e V.

Théoréme: Soit Q2 un ouvert régulier connexe de R™ de frontiére I, telle
que I' = U™ Ty, avec les T'; disjoints deux a deux et mes(Iy) > 0. Alors la

semi-norme
n
- (3
i=1 Y

définit une norme sur V équivalente a la norme induite par H(2), ot

ou
8@-

1
2 2
dﬂ?) = HVUHLZ(Q)

V ={ue H'(Q),tel que u=0sur [, =0}.

Démonstration: Pour démontrer que, |.| est une norme, il suffit de
montrer que, |u| =0=u=0.

\u]—O:>;/Q

ou
6@1-

2 ou
dr=0= L =0, Vi=1,..n,
8@'




ce qui implique que v = C*® sur €, comme ) est connexe et u,r, = 0, alors
u =0 dans Q, d ou |u| est une norme.

Pour I'équivalence des normes |ul et ||ul| 1 (q, , il suffit de montrer I'existence
de deux constantes positives « et (3, telles que

alul < [ullgiey < Blul-

La premiere inégalité est évidente avec o = 1, La deuxeme inégalité, on

la démontre par ’absurde, on suppose que Vm € N* dv,, € V, telle que

Um

|vmll i) > m|vm|, posons w,, = , on obtient une suite w,, de

[Vl H(Q)
fonctions de V, telle que

[wmll g1y =1 Ym e N*
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